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Zusammenfassung
Lineare und nichtlineare Stabilitätsbedingungen für
einen Hochfrequenzresonator, der starken ponderomo-
torischen (elektromagnetischen) FeldkrAften ausgesetzt
ist, werden abgeleitet und diskutiert.
Stabilisierungsmaßnahmen unter Verwendung von Amplitu-
den- und Phasenregelkreisen werden untersucht. Es wird
gezeigt, daß ponderomotorischeStabilität durch geeig-
nete Wahl der Regelparameter sichergestellt werden kann.
Unter gewissen Bedingungen könne6 extern angeregte me-
chanische Schwingungen durch die ponderomotorischen Kräf-
te bedämpftwerden.
Die berechneten Stabilitätsschwellen, die Wirksamkeit
der Stabilisierung und die Dämpfungseigenschaften des
elektromagnetischen Feldes konnten experimentell be-
stätigtwerden.
Diese Experimente wurden an einem supraleitenden Helix-
resonator im Zusammenhang mit dem Bau eines supraleiten-
den Protonenlinearbeschleunigers in Karlsruhe ausgeführt.
Abstract
Linear and nonlinear stability conditions for a RF-
cavity exposed to large ponderomotive(elektromagne-
tic) forces are derived and discussed.
Stabilization techniques using amplitude and phase
control loops are investigated. It is shown, that
ponderomotive stability can be insuredby proper
choice of control parameters.
Under certain conditions ponderomotive forces can damp
mechanical oscillations induced by external sources.
The calculated stability thresholds, the effectiveness
of stabilizing and the damping property of the electro-
magnetic field could be confirmed experimentally.
These experiments were carried out with a superconduc-
ting helically loaded resonator within construction of
a superconducting proton linear accelerator at Karls-
ruhe.
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1. Einleitung
Technologische Fortschritte beim Bau von leistungsstarken Hoch-
frequenz klystrons und in letzter Zeit auf dem Gebiet der Tief-
tempera.turtechnik erlauben es heute, Hochfrequenzbeschleuniger-
resonatoren zu bauen, die den Teilchen Energiegewinne bis zu
3 MeV/rn erteilen. Dabei treten Spitzenfeldstärken bis zu
30 MV/rn und 1000 Gauss auf. Dieelektromap;netischen Feldkräfte,
die auch als ponderomotorische Kräfte 1) bezeichnet werden, kön-
nen dabei beträchtliche Deformationen der Resonatorwände verur-
sachen. Die dadurch bedingte Eigenfrequenzänderung führt zu
einer Fehlanpassung zwischen Generator und Resonator, wodurch
wiederum die Feldamplitude im Resonator beeinflußt wird. Genü-
gend große Kopplung vorausgesetzt, kann dieser geschlossene Wir-
kungskreis zu Instabilitäten Anlaß geben.
Instabilitäten der beschriebenen Art wurden zuerst bei den nor-
malleitenden 25;" MHz-Einzelresonatoren des Nowosibirsker Spei-
cherrings VEPP-2 beobachtet und von Karliner 2) sowohl experi-
mentell als auch theoretisch untersucht. Eine allgemeinere Dar-
stellung der ponderomotorischen Effekte der elektromagnetischen
Strahlung, die in der angelsächsischen Literatur auch als
Hradiation pressure" bezeichnet wird, findet man bei Shapiro 3)
In neuerer Zeit wurde die Helixstruktur, die von hTanderwellen-
röhren. her bekannt Lst , als Resonatorstruktur zur Beschleunigung
von Schwerionen 4) und niederenergetischen Protonen 5) vorge-
schlagen. Daß der genannte Rückwirkungseffekt gerade bei dieser
Struktur eine größere Rolle spielen .wird, ist bereits ans chau-
lich von der im Vergleich zu zylindrischen Hohlraumresonatoren
geringen Formstabilität her klar. Messungen an derartigen Test-
resonatoren im Zusammenhang mit dem Karlsruher Projekt eines
supraleitenden Protonenlinearbeschleunigers 6) sowie die genann-
te Arbeit von Karliner bildeten den Ausgangspunkt der eigenen
Untersuchungen.
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Es zeigte sich, daß die Stabilität des elektromechanisch ge-
koppelten Systems sehr empfindlich von der Güte der Resonato-
ren abhing und die in 2) angegebenen Stabilitätsbedingungen
des linearisierten Problems im Falle von supraleitenden Reso-
natoren nicht mehr gültig waren. über eine entsprechende Ver-
allgemeinerung wurde bereits in 7) berichtet. Ähnliche Bedin-
gungen erhielt Shapiro 3) auf einem ganz anderen Wege, auf den
im Abschnitt 3.3 eingegangen werden wird.
Das gesamte Kapitel 3 beschäftigt sich mit der Gegenüberstel-
lung, Präzisierung und Verallgemeinerung der in der Literatur
bereits bekannten linearen Stabilitätsbedingungen~Es wurde
bes.onderer Wert auf eine physikalisch möglichst anschauliche
Deutung d~r mathematischen Ergebnisse gelegt. Die Stabilitäts-
bedingungen gelten dabei nicht nur speziell für Beschleuniger-
resonatoren, sondern für eine große Klasse von Systemen, bei de-
nen ein elektromagnetischer und ein. mechanischer Energiespeicher
wechselwirken. Die einzig wesentliche Einschränkung besteht dar-
in, daß die mechanischen Deformationen klein genug sein müssen,
so daß die betrachtete Eigenschwingungsform (mode) des elektro-
magnetischen Feldes erhalten bleibt.
Die Stabilität des Systems kann aufgefaßt werden als die eines
selbsterregten mechanischen Oszillators mit ausschlapabhänpiger
Dämpfung und Rückstellkraft. Während die aus der nichtlinearen
Rückstellkraft resultierende Stabilitätsbedingung, die im Kapi-
tel 2 unmittelbar im Anschluß an die Formulierung des Problems
abgeleitet wird, recht einfach zu ermitteln und zu verstehen
ist, erfordert die Ableitung der Stabilitätsbedingungen, die
von der nichtlinearen Dämpfung des Oszillators herrühren, theo-
retisch einen etwas größeren Aufwand. Unter Verwendung zweier
Näherungen, die bei den meisten elektromechanlschen Systemen
der betrachteten Art erfüllt sind, gelingt eine übersichtliche
Darstellung, die im Kapitel 4 diskutiert wird.
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Von praktischer Bedeutung sind vor allem Maßnahmen, die die
Stabilität des Systems sicherstellen. An einigen wichtigen
Beispielen wird im Kapitel 5 der Einfluß von meistens aus an-
deren Gründen sowieso vorhandenen Regelungssystemen untersucht.
Ebenso wie die Stabilität des Systems durch zusätzliche, mei-
stens unerwünschte, Amplituden-Phasen-Kopplungen in realen Bau-
elementen verschlechtert werden kann, läßt sich durch Einführung
gezielter Kopplungen die Instabilität ganz beseitigen.
Die ponderomotorischen Kräfte lassen sich unter bestimmten Um-
ständen sogar zur Schwingungsdämpfung verwenden. Darüber wurde
im Zusammenhang mit einem speziellen Regelungssystem in 8) be-
richtet. Ähnliche Ergebnisse für einen normalleitenden Resona-
tor erhielt auch Karliner 9)
Mit den im Kapitel 5 diskutierten Regelungs- und Kopplungsmaß-
nahmen steht ein breites Spektrum von Möglichkeiten zur Verfü-
gung, die Betriebs'Darameter des Resonators an die gegebene Auf-
" , .... . .- " , - ,
gabe anzupassen und gleichzeitig durch geeignete Wahl der Re-
gelungs- und Kopplungsparameter für Stabilität zu sorgen.
Im Kapitel 6 werden schließlich einige der theoretischen Ergebnis-
se mit Messungen' an einem A/2-Helixresonator verglichen. Ty-
pisch für ein reales Hochfrequenzregelungssystem war dabei der
wesentliche Einfluß einer zusätzlichen Amplituden-Frequenz-
Kopplung, der mit dem im Kapitel 5 abgeleiteten Formalismus
geklärt werden konnte.
Da diese Arbeit im Zusammenhang mit dem vorhergenannten Projekt
eines supraleitenden Protonenlinearbeschleunigers entstand, ist
in Abschnitt 6.5 ein kurzer Ausblick auf die in diesem konkreten
Anwendungsfall noch zu lösenden Probleme angefügt.
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2. Differentialgleichungen und monotone Instabilität
2.1 Eigenfreguenzänderung durch ponderomotorische Kräfte
Zunächst wollen wir in Analogie zum Resonator ein mechanisches
System betrachten, das eine eindimensionale periodische Bewegunf,
ausführt und dessen Eigenschaften von einem Parameter A abhängen.
Ändert sich der Parameter A nur geringfügig während einer Bewe-
gungsperiode T des Systems, d.h.:
T • ~ « A (2.1.1)
dann ist nach Landau-Lifschitz 10) das Integral über die Phasen-
fläche eine Konstante der Bewegung. Der durch 2n geteilte Wert
dieser Konstanten wird gewöhnlich als adiabatische Invariante
bezeichnet. Sie kann dargestellt werden als eine Funktion der
Energie t und des Parameter~ A. Dieses sogenannte Adiabaten-
Theorem geht auf Boltzmann-Ehrenfest zurück.
Im Falle des kräftefreien harmonischen Oszillators kommt als
Systemparameter A nur die Eigenfrequenz n
o
in Betracht; die
adiabatische Invariante ist E/n
o
. Das Analogon für elektroma-
gnetische Schwingungen ist ein abgeschlossener verlustloser
Hohlraum, in dem ein elektromagnetisches Feld mit der Frequenz
Wo und der mittleren gespeicherten Energie W schwin~t.
Unter der Voraussetzung (2.1.1), die hier lautet:
muß nach dem vorher Ausgeführten gelten:
<2.1.2)
ßW
W <2.1.3)
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Wenn die Wände des Resonators um den kleinen Betrag !(;) ver-
schoben werden, leisten die ponderomotorischen Kräfte 1), die
immer senkrecht auf der Wand stehen, die Arbeit A. Dieser Ener-
giebetrag muß aber gerade der gespeicherten Energie W entnommen
werden:
!J.W +·A = 0 (2.1.4)
Die zeitlich gemittelte elektromagnetische Kraftdichte läßt sich
mittels des Maxwellschen Spannungstensors 1). durch die Felder an
der Oberfläche ausdrücken:
(2.1.5)
wobei ii.der nach außen weisende Oberflächennormalenvektor ist .
..
Die gesamte Arbeit erhalten wir aus dem Oberflächenintegral über
das Skalarp.rodukt-v9nKraftdichte und\veg:
(2.1.6)
Die zeitlich gemittelte gespeicherte Energie ist gegeben durch
das Integral über das gesamte Volumen V:
(2.1.7)
Wenn man mit ii~.dS = dv ein kleines Störvolumen bezeichnet und
( -+-+das gesamte Störvolumen abkürzt mit !J.V = n~ dS, so erhält man
SJ •unter Verwendung der bisher angegebenen Gle1chungen folgen-
de Formel für die Eigenfrequenzänderungeines Resonators:
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J(11~H2(;) c_ ~E2(~» dv
b.wo
4-
b.V (2.1.8)-- =w I(11~H2(;) e0 + ~E2(~» dv4-
V
die wohl zuerst von Müller
angelsächsi~chen Literatur
ist.
11 12) .
, angegeben wurde und ~n der
als Slater's Formula 13) bekannt
Bei einer komplizierteren mechanischen Struktur des Resonators
ist es zweckmäßig, sowohl die Auslenkungen als auch die Kräfte
nach dem mechanischen Orthonormal-Modesystem $ (~) zu entwickeln,
. . d . llf 2) dw~e es ~n emselben Zusammenhang auch von Kar ~ner un
Sh . 3). ap~ro getan wurde.
Da zu dem Integral (2.1.6) sowieso nur die Kräfte in RichtunF
der Bewegung einen Beitrag liefern, wollen wir die Projektion
der Kraft auf die Bewegungsrichtung berechnen. Mit der Defini-
tion des Bewegungseinheitsvektors:
lautet die projizierte Kraft:
( + ) *(+) +e(~)F~ r = tr ...
(2.1.9)
(2.1.10)
Die verallgemeinerten Koordinaten q11 und die entsprechenden
Kräfte F erhalten wir durch folgende Oberflächenintegrale:11
qll = J~(~)$ll(~) dS
S
F = (F~ CIt)$ (It)dSII J II
S
(2.1.11)
(2.1.12)
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Mit der Orthonormalitätseigenschaft
r -+ -+
, ~ (r)~ (r) dS : &j v ~ v~
S
(Kronecker-Symbol)
(2.1.13)
läßt sich die gesamte Arbeit der elektromagnetischen Kräfte
als Summe darstellen:
A = 2
u
F • q~ ~ (2.1.14)
Die Bewegungsgleichung für den mechanischen Mode (Ei~enfunktion)
~ lautet inder Lagrangefschen Form:
(2.1.15)
unter der Voraussetzung, daß die mechanische Verlustleistung ~
klein gegenüber der Blindleistung ist.
Dabei ist L = T-U und das elastische Potential U:
U =i 2 c~ q~
u
und die kirietische Energie T:
sowie die Verlustleistung ~:
(2.1.16)
(2.1.17)
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c]J sind die elastischen Konstanten,Q]J die mechanischen Eigen-
frequenzennu~d l]J die Abklingzeiten der mechanischen Moden ]J.
Die Zahl ]J2]J wird oft als Kreisgüte Q]J der mechanischen
Schwingung bezeichnet. Sie gibt gerade das Verhältnis von
Blindleistung zu Verlustleistung in Resonanz an und sollte
sehr groß gegen 1 sein, damit (2.1.15) gÜltig ist.
Wenn man die vorletzten 3 Gleichungen in (2.1.15) einsetzt,
erhält man die übliche Darstellung:
(2.1.19)
Diese Differentialgleichungen wollen wir im Hinblick auf die
späteren Ausführungen noch etwas umformen. Die generalisier-
ten Bewegungskoordinaten q]J hängen linear mit der Frequenz-
verschiebung zusammen. Daher können wir auch die gesamte Eigen-
.,:_ .... ,.."I!1........ ver-s chi .a~"~".. A/.\ als Summe über die einzelnen mechani>J..L·C,""i Ul;;,&I.4CofV J.·t;J"'""Jl ..... CJ""IUO.lIe5 UUlO
schen Eigenfunktionenbeiträge 6wll auffassen:
(2.1.20)
Unter Verwendung der Gleichungen (2.1.2, 4, 6, 11, 12, 14) er-
halten wir aus (2.1.19):
(2.1.21)
Die eben erfo~e Umformung ist auch deshalb physikalisch sinn-
voll, weil 6wo bzw. einzelne 6w]J bis auf Meßverzögerunf,en, wie
später gezeigt wird, direkt beobachtet werden können, die q]J
selbst aber nicht.
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Jetzt erinnern wir uns noch daran, daß die generalisierte
Kraft F~ proportional der gespeicherten Energie W im Re-
sonator ist, wie die Gleichungen (2.1.5, 7) ausdrücken:
Wir setzen daher als Normierung:
(2.1.22)
Damit erhalten wir schließlich die Differentialgleichune:
+-1
T
11
(2.1.23)
Das Produkt wo·W ist nichts anderes als die elektromagneti-
sche Blindleistung im Resonator. Bis auf dynamische Verzöge-
rungen ist daher also die absolute Frequenzverschiebung des
Resonators proportional zur elektromagnetischen Blindleistung
und indirekt proportional der elastischen Konstanten.
2.2 Zeitverhalten des elektromagnetischen Feldes
Bei den biSherigen Betrachtungen hatten wir einen verlustlosen
Resonator zugrunde gelegt, so daß die gemäß (2.1.14) auftreten-
de Deformationsarbeit ausschließlich aus dem elektromagneti-
schen Speicher gespeist werden konnte.
Reale Resonatoren haben Verluste, die neben der Oberflächen-
beschaffenheit des Materials sehr stark frequenz- und ternpera-
turabhängig sind. Die auftretenden Verluste müssen von einem
mit dem Resonator verkoppelten Generator gedeckt werden, wenn
die Feldamplitude erhalten bleiben soll.
Durch diese Kopplung zu einem externen Energieerzeuger ist es
aber möglich, die Deformationsarbeit direkt zu einern Teil aus
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dem Generator zu speisen. Wie groß dieser Teil ist, entschei-
det, abgesehen von Verzögerungen beim Energietransport, die
Stärke der Kopplung zwischen Generator und Resonator. Diese
ist aber indirekt proportional der Kreisgüte des mit dem Ge-
nerator belasteten Resonators. Typische Güten für normallei-
tende Oberflächen sind 10 3-104 und für supraleitende Oberflä-
chen 10 8-109. Das bedeutet aber, der Generator ist in jedem
Fall schwach angekoppelt, so daß (2.1.14) eine gut~ Näherung
darstellt.
Die räumlich-zeitliche Verteilung der elektrischen Feldstärke
E(;;,t) und der magnetischen Feldstärke H(;,t) läßt sich am
einfachsten wie im mechanischen Fall unter Verwendung der Max-
well-Gleichungen und der Randbeqingungen in Eigenfunktionen
oder Moden entwickeln 13,14). Für die folgenden Untersuchungen
wollen wir uns auf einen elektromagnetischen Schwingungsmode
beschränken, was sicher zulässig ist, wenn der Modeabstand groß
gegen die Bandbreite ist. Außerdem soll angenommen werden, daß
die durch die ponderomotorischen Kräfte bewirkte Frequenzver-
I -
schiebung klein gegen den Modeabstand ist, so daß der betrach-
tete Mode erhalten bleibt.
Die Zeitabhängigkeit des jeweiligen Modes läßt sich durch einen
von einer Stromquelle gespeisten Parallelresonanzkreis beschrei-
ben, deren Strom proportional der Wurzel aus der Generatorlei-
stung ist. Der Spannungsabfall über dem Schwingkreis ist pro-
portional der Feldstärke an einem beliebigen Ort innerhalb
des Resonators.
Bei Beschleunigerresonatoren bietet sich als sinnvolle Normie-
rung der Schwingkreisspannung der mittlere Energiegewinn pro
Längeneinheit für ein Synchronteilchen mit der Synchronphase ~S
gegenüber dem Wellenmaximum an:
P2
VCOS$s ~ J E(;(p),t(p»~S(p)dp (2.2.1)
P1
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wobei p der Wegparameter der Teilchenbewegung sowie ~S(p} der
Einheitsvektor der Geschwindigkeit des Synchronteilchens ~S(p)
ist. Die Zeit läßt sich damit noch ausdrücken:
t(p) (2.2.2)
Die. Verluste im Resonator Pv sind proportional dem Oberflächen-
integral über das Stromdichtequadrat in den Wänden~ das direkt
. 15)
m1t der parallelen H-Feldstärke zusammenhängt
1Pv = Re(R) '2 J H2 (;;) dS
S r I
R ist dabei die komplexe Oberflächenimpedanz.
Ein Maß für die Güte des Beschleunigungsvorgangs ist die soge-
nannte Shuntimpedanz Z, die definiert wird:
.... 2
Z = V IBV (2.2.4)
Andererseits wissen wir, daß die Kreisgüte des elektrischen
Schwingkreises gleich dem Verhältnis von Blindleistunf, zu Ver-
lustleistung ist:
(2.2.5)
Damit wird die sogenannte normierte Shuntimpedanz (Z/Q) eine
reine Geometriegröße:
(2.2.6)
Die Schwingkredsgleichung kann man nun anschreiben:
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v + l ~ + W 2v = 2 V
T C T g (2.2.7)
Wc ist die Eigenfrequenz des Resonato~sbei der betrachteten
Feldstärke:
(2.2.8)
wobei Wo die natürliche Eigenfrequenz bei der Feldstärke 0 und
~wo die statische Frequenzverschiebung bei der betrachteten
Sollfeldstärke durch die ponderomotorischen Kräfte ist.
T ist die Abklingzeit des Feldes im Resonator bei Belastung
durch den Generator:
T = 2W/P V (1+6) (2.2.9)
Der Parameter 6 ist dabei ein Maß für die externe BeLas t ung ;
er ist gleich dem Verhältnis zwischen der im Generator ver-
brauchten Verlustleistungzu der Verlustleistung des Resona-
tors.
v soll dabei proportional dem Generatorstrom sein, der mitg ,
einer Frequenz w den Resonator treibt:
1 iwt 1 * -iwt
= 2 Vg e + 2 Vg e (2.2.10)
Mit den vorher eingeführten Definitionen ergibt sich fUr den
""Betrag der komplexen Generatoramplitude Vg:
"'"V=!V ig g
26 JPg .Z
= 1+6 v 6
wobei Pg die angebotene Generatorleistung ist.
Die Normierung für den Generatorstrom wurde hier, wie man
""leicht sieht,so gewählt, daß V. gerade gleich der Resona-~ g
toramplitude V fUr w = wc' also für Resonanz, ist.
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Da der Resonator von einer äußeren Kraft mit der Zwangsfre-
quenz w angeregt wird, muß sich die Lösung v darstellen las-
sen als:
, v
_
_ 1 V e i wt .+ 1 .. - iwt
"2 "2 V e (2.2.12 )
Wenn wir mit den beiden Ansätzen (2.2.10, 12) in die Diffe-
rentialgleichung (2.2.7) eingehen, erhalten wir für die kom-
plexen Amplituden folgende Differentialgleichung:
~ ..
V + (2iw+l)v+(w2-w2+~iw)V
T C T
2. .)-(~wV +VT g g (2.2.13)
Für die Betrachtungen bis einschließlich Kapitel 4 wollen wir
die komplexe Generatoramplitude Vg als konstant ansehen; d.h.
sowohl Generatoramplitude als auch .,.phase sind zeitlich unver-
änderlich. Außerdem wird für kleine relative Frequenzänderun-
gen ~wolwo«1 die Näherung benutzt:
(2.2.14)
Unter Verwendung von (2.1.20) erhalten wir schließlich:
(2.2.15)
2.3. Statische Kopplung und R,esonanzkurve
Zunächst wollen wir noch mit der Definition (2.2.6) und mit
"'2 2 ~der Konvention V = !VI = VV die rechte Seite der mechani-
schen Differentialgleichung umschreiben.
Die Größe
(2.3.1)
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ist eine reine Geometriegröße und grundsätzlich größer als
Null. Sie ist ein Maß für die Frequenzverschiebung, die der
A
mechanische .Mode II bei gegebener Resonatoramplitude V zur
gesamten Frequenzänderung beiträgt. Wir wollen k
ll
daher als
den elektromechanischen Koppelfaktor des Modes II bezeichnen.
Die mechanische Differentialgleichung schreibt sich damit:
•VV 0.3.2)
~.venn zu dem Prozeß n mechanische Moden einen wesentlichen Bei-
trag liefern (ll =1... n), dann bilden die n Differentialglei-
chungen 2. Ordnung (2.3.2) zusammen mit der komplexen Differen-
tialgleichung 2. Ordnung (2.2.15) ein System von 2n+4 nicht-
linear gekoppelten Differentialgleichungen 1. Ordnung. Zuerst
untersuchen wir die-statische Kopplung; vor allem auch, um die
Arbeitspunkte für eine spätere Linearisierung des umfangreichen
Differentialgleichungssystems zu gewinnen.
Die beiden statischen Beziehungen lauten:
(2.3.3)
und
(2.3.4)
Der Index 0 bei V und ~wll soll die statische Beziehung anzei-
gen.
Wenn wir en~sprechend der Gleichung (2.2.8) einführen:
( 2 • 3 • 5 )
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und die Generatorfrequenz wals normierte Abweichung von der
Frequenz w definieren:
co
(2.3.6)
lauten die beiden statischen Beziehungen:
(2.3.7)
und
(2.3.8)
Aus (2.3.7) sehen wir, daß sich die Beziehung zwischen Phase
und Amplitude der Resonatorspannung Vo gegenüber dem Fall ohne
elektromechanische Kopplung k =0 gar nicht ändert; die Orts-
u
kurve in der komplexen V -Ebene ist nach wie vor ein Kreis. Le-
o
diglich die Frequenzbezifferung w ändert sich.
T(W-W ) =
o
y -
Die Gleichung
Einsetzen von
für die Frequenzbezifferung
(2.3.7) in (2.3.8):
TV 2 Ik
g l.I l.I
1+y2
erhalten wir durch
(2.3.9)
Die Resonanzkurve für die gespeicherte Energie W«~~(W) erhal-
ten wir sehr einfach aus derjenigen ohne elektromechanische
Kopplung durch Kippung zu niedriger Frequenz, wobei die Reso-
nanzspitze bei der Frequenz
W
res = Wo
(2.3.10)
liegt; das entspricht einer normierten Verstimmung y = o.
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In Bild (2.1 a,b) sind Energie und Phase über der Frequenz
aufgetragen, wobei gilt:
*e = ang V V = -arctan yr 0 g
ENERGIE
(2.3.11)
a}
b)
FREQUENZ
PHASE
_________ - - - _ +90 0
FREQUENZ
--- ----- - ~-------- ------~------ -90 0
Bild 2.1: Resonanzkurven: a) Energie und b) Phase
des Resonators mit elektromechanischer
Kopplung als Funktion der Frequenz.
Wenn die Kippung ein bestimmtes Maß überschreitet, wird die
Resonanzkurve mehrdeutig. Zu einer gegebenen Generatorfre-
quenz w gibt es innerhalb des Hysteresebereichs drei stati-
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scheArbeitspunkte. Es ist plausibel, daß nicht alle drei
Arbeitspunkte gleichzeitig stabilen Ruhelagen des Systems
entsprechen können.
2.4 Monotone Instabilität und elastisches Potential
Die Bedingung dafür, daß keine Mehrdeutigkeit auftritt, läßt
sich anhand von (2.3.9) sehr einfach formulieren: die Stei-
gung des linearen Teils muß größer als die des nicht linearen
sein:
(2.4.1)
Daraus folgt sofort die Bedingung:
(2.4.2)
Für y~o, d.h. auf dem oberen Ast der Resonanzkurve ist die
Bedingung (2.4.2) immer erfüllt. Wenn überhaupt, dann kann (2.4.2)
nur auf der unteren Flanke für y<o verletzt werden. Um sicher-
zugehen, daß immer eine eindeutige Beziehung zwischen v2 und w
besteht, brauchen wir nur das Maximum der rechten Seite der
Ungleichung (2.4.2) bestimmen.
Dieses Maximum liegt bei y = - 1113, was einem Feldpegel ent-
spricht, der 1374 des Resonanzpegels beträgt.
Die vom speziellen Arbeitspunkt y unabhängige Bedingunp; für die
Eindeutigkeit der Resonanzkurve lautet damit:
- 1,54
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Das ist genau die Bedingung dafür, daß die Steigung der Reso-
nanzkurve im linken Wendepunkt gerade noch positiv ist.
Wenn die Bedingung (2.4.2) nicht erfüllt ist, d.h. wenn die Re-
sonanzkurve überkippt, beobachtet man folgendes Phänomen: bei
langsamem (quasistationärem) Erniedrigen der Generatorfrequenz
w von der oberen Flanke ausgehend springt nach Unterschreiten
von wr e s die Resonatoramplitude auf einen Wert, der dem zugehö-
rigen Arbeitspunktauf der unteren Flanke entspricht. Beim Um-
springen werden Eigenschwingungen des Systems angestoßen. Ent-
sprechendes gilt bei Erhöhung der Generatorfrequenz, wenn man
von der unteren Flanke ausgeht.
Diese Erscheinung ist typisch für erzwungene Schwingungen eines
nichtlinearen Oszillators und wird dort als Sprungphänomen (jump
phenomenon) bezeichnet 15). Ruhelagen des Systems innerhalb des
Hysteresebereichs können im Sinne der vorherigen Ausführungen
nicht stabilen Arbeitspunkten entepnechen ,
Der im Sinne der Stabilitätstheorie exakte Nachweis der Instabi-
lität der Arbeitspunkte innerhalb des Hysteresebereichs kann bei
erzwungenen Schwingungen auf die Stabilitätsdiskussion einer kor=
respondierenden Hill'schen bzw. Mathieu'schen Differentialglei-
chung zurÜckgeführt werden oder auch durch Energiebilanzen er-
bracht werden 15,16,17)
D· .. . . S h . d .16,17)15)le Uberelnstlmmung unseres prungp änomens mlt em ln
diskutierten ist nur formal; inhaltlich handelt es sich bei uns
um einen selbst-erregten mechanischen Oszillator, der über die
~ *Größen V = lvi bzw. e = arg VV beobachtet werden kann.
. i g
Um das zu verstehen, formen wir die statischen Beziehungen
(2.3.3, 4) etwas um. Ein Maß für die mechanische Auslenkung
ist:
q =
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-r(w - w )
co 0
(2.4.4)
die jetzt Variable s.eLn soll, während:
A = -r(w - w )
o
als Frequenzparameter verwendet wird.
( 2 . 4 . 5 )
Wenn man (2.1.4) in (2.3.3) unter Berücksichtigung der Defi-
nitionen (2.4.4, 5) einsetzt, ergibt sich:
q =
.... 2
kv'tV g
1+ O.-q) 2
(2.4.6)
wenn man nur einen mechanischen Mode v berücksichtigt.
Zum Vergleich sei noch einmal die Gleichung der statischen Re-
sonanzkurve angegeben:
"'2
V =o
.... 2
Vg
"'2 2l+(A:+k -rV )
v 0-
(2.4.7)
Wenn man (2.4.6) mit q multipliziert und über die Zeit inte-
griert, ergibt sich bis auf unwesentliche Faktoren und Konstan-
ten das elastische Potential:
U' = 1 q2 + k V2 arctan (q-~)
"2 'I)"C g (2.4.8)
wobei der zweite Term ein durch die elektromechanische Rück-
wirkung bedingtes Störpotential darstellt. Der Zusammenhang
zwischen der statischen Resonanzkurve nach (2.4.7) und dem
elastischen Potential nach (2.4,8) ist in Bild 2.2 dargestellt.
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Die zu den bis zu drei Arbeitspunkten gehörigen mechanischen
Auslenkungen q bei gegebenem Frequenzparameter Ä erhält man
durch Spiegelung an der strichpunktierten Linie in der Reso-
nanzkurve.
Die Potentialverläufe, die zu den A,-Werten innerhalb des Hy-
steresebereichs zwischen den Marken -3.4 und -7.0 gehören,
zeigen neben zwei Minima ein Maximum. Für alle Frequen~en
-3.4<Ä< -7.0 i also außerhalb des Hysteresebereichs, gibt es
nur ein Minimum im elastischen Potential.
Damit ist nachgewiesen, daß der mittlere Arbeitspunkt auf dem
. .
überhängenden Teil der Resonanzkuryeinstabil ist, da er zu
einem relativen Maximum des Potentials gehört. Bei der gering-
sten Störung bewegen sich die Zustandsgrößen des Systems mono-
ton von der Gleichgewichtslage weg.
In der Phasenebene entspricht diesem Maximum ein Sattelpunkt,
vJährend die beiden Potentialminima , die also zu stabilen Ar-
beitspunkten gehören, in der Phasenebene zu Wirbelpunkten füh-
ren.
Für den Potentialverlauf, der zu dem Frequenzparameter Ä= -4.5
inBild 2.2 gehört, wurden in Bild 2.3 für verschiedene Gesamt-
energien Ei die Phasentrajektoriengezeichnet. Dabei wurde an-
genommen, daß die mechanischen Verluste gerade durch die elek-
tromechanische Rückwirkung kompensiert werden; man erhält dann
geschlossene Grenzzyklen inderPhasenebene.
Die Gleichungen dieser Phasentrajektorien lauten mit (2.4.8):
(2.4.9)
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u'
qo
-----t---+--- E4
-~----:;;;;oO~--:----+--------,~-- E3
y---7''-----=-o;;;;::---+---~---- Ez
-----"""'-......~~----EI
~ 2
kytVg : 7
X :-4.5
.&. 0 ._
q I ~ly
SEPARATRIX
q
Bild 2.3:
Elastisches Po-
tential und
Phasenebene
Die durch den Sattelpunkt S gehende Phasentrajektorie wird als
Separatrix. bezeichnet; sie wird bei einer Gesamtenergie E3
durchlaufen.
Die Bedingung dafür, daß der betrachtete Potentialverlauf
kein Maximum besitzt, ist identisch mit (2.4.2). ~'1ir wollen
in Zukunft diese Bedingung als monotone Stabilitätsbedingung
bezeichnen, weil sich deren Verletzung in einem monotonen An-
stieg oder Abfall der Zustandsgrößen bemerkbar macht.
Wenn die pro Umlauf in der Phasenebene dem mechanischen Os-
zillator aus dem elektromagnetischen Feld zugeführte Energie
größer als die verbrauchte Energie ist, sind die Phasentra-
jektorien nicht mehr geschlossen, sondern streben spiralför-
mig von der Ruhelage weg. Die Zustandsgrößen haben die Form
einer entdämpften Schwingung. Dieser Vorgang soll in Zukunft
als oszillatorische Instabilität bezeichnet werden. Man ver-
gleiche dazu die Ausführungen bei Cremer 18)
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3. Stabilität des linearisierten Systems
Die Beantwortung der Frage nach der Stabilität des nichtli-
nearen Differentialgleichungssystems, das durch die Gleichun-
gen (2.2.15) und (2.3.2) beschrieben wird, ist nicht ganz tri-
vial. 1m letzten Abschnitt wurdenibereits zwei Typen von In-
stabilitäten diskutiert. Während die monotone Stabilitätsbe-
dingung sehr anschaulich aus dem Verlauf des elastischen Po-
tentials abgelesen werden kann, zeigt sich, daß die oszilla-
torische Stabilitätsbedingung in komplizierter Weise von der
Auslenkung und den Systemparameternabhängt.
Es ist daher zweckmäßig, zunächst einmal die Stabilität "im
Kleinen", d.h. die Stabilität des linearisierxen Systems zu
untersuchen.
Zusätzlich sprechen auch folgende Gründe für dieses Verfahren:
I. Für die Stabilitätsdiskussion des nichtlinearen Systems
wird je eine Näherung für die Ausgangsdifferentialglei-
chung alsaucry,für das Stabilitätskriterium verwendet
werden, deren Konsequenzen bereits in der linearen Nähe-
rung genau studiert werden können.
11. Da die linearen in den nichtlinearen Stabilitätsbedingun-
gen enthalten sein müssen, erlaubt ein einfacher Grenz-
übergang eine überprüfung der nichtlinearen Ergebnisse.
111. Die linearen Stabilitätskriterien können mit bereits in
der Literatur bekannten verglichen werden.
IV. Die Untersuchungen des Systems mit zusätzlichen Rückfüh-
rungen in Kapitel 5 können unmittelbar an die Ergebnisse
dieses Kapltelsanknüpfen, da in diesem Falle die Nicht-
linearitäten eine geringere praktische Bedeutung haben.
Eine wesentliche Eigenschaft des betrachteten elektromechani-
schen Kopplungsproblems sei an dieser Stelle erwähnt. Das Sy-
stem wird bestimmt von einer ganzen Reihe von Parametern, de-
ren Größe aus Optimierungsgründen frei gehalten werden muß
oder die in einem großen Bereich schwanken können. Es ist da-
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her notwendig, möglichst allgemeingültige algebraische Sta-
bilitätskriterien zu finden.
3.1 Obertragungsfunktion der offenen Schleife
Um ~as vorstehende Differentialgleichungssystem zu lineari-
sieren, ;variieren wir die Gleichungen (2.2.15) und (2.3.2)
* '*"durch. Wegen dVg = 0 und ÖVV = 2 R1 öVVo erhalten wir aus
(2.2.15):
und aus (2.3.2):
2k Q 2ReöVV *
1..1 1..1' 01
(3.1.2)
An diese-r-~le----±s-~äß-i-g-,---d-±e heiden Differe-nt-i-a::.-l+--·~~~~-
gleichungen in den Laplace-Bereich zu transformieren. Dab~i
wollen wir der Einfachheit halber die Bildfunktionen mit den
gleichen Symbolen wie die Originalfunktionen beschreiben.
In Anlehnung an (2.2.15) für konstante ~wl..l
eine Obertragungsfunktion für die komplexe
ren 51):
= ~w können wir
1..10
Amplitude definie-
G (s)
o
(3.1.3)
Mittels der Definition für die Ruhelage nach (2.3.6) erhalten
wir daraus:
(3.1.4)
Die Obertragungsfunktion für den mechanischen Mode 1..1 lautet:
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(3.1. 5)
Mit diesen Obertragungsfunktionen lassen sich die beiden ge-
koppelten Differentialgleichungen im Bildbereich schreiben:
= - i Go(S)TLö w~ (s)
= -2k ;2G (!)Re(5V(!)/V )
~ 0 ~ i 0
(3.1.6)
(3.1. 7)
Um die beiden Gleichungen ineinander einsetzen zu können, müs-
sen wir von (3.1.6) noch den Realteil bezüglich der imaginären
Einheit i nehmen, wobei s selbst die komplexe Frequenzvariable
ist. Bei dieser Operation kann s als reelle Größe angesehen wer-
den. Der Grund liegt ganz einfach daran, daß das Symbol i eine
Hochfreq~enzphasenverschiebungvon + 900 bedeutet, also die
Trägerphase verschiebt, während der Imaginärteil von s verant-
wortlich fÜr die Signalphase ist. Wir werden zur Unterscheidung
daher im Signalbereich die imaginäre Einheit j verwenden, wenn
nicht ausdrücklich eine gemeinsame Beschreibung zweckmäßig ist.
Damit erhalten wir aus (3.1.6):
Re (öV(s)/V ) = - Im G {s)Tlöw" (s)
i 0 i 0 ~
(3.1.8)
Die Gleichungen (3.1. 7) und (3.1. 8) bilden einen geschlossenen
Wirkungskreis. In Analogie zu dem Vorgehen bei Regelkreisen
schneiden wir den Kreis an einer beliebigen Stelle auf und be-
stimmen die·Obertragungsfunktion F (s) des offenen Kreises. Da
o
normalerweise bei Regelkreisen negative Rückkopplung angenommen
wird, müssen wir noch das Vorzeichen ändern.
Man erhält schließlich mit V2 = V2i ( 1+y 2 ) gemäß Gleichung
o g
(2.3.1):
(3.1.9)
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Explizit erhalten wir für die "elektrische" übertragungsfunk-
tion G (s) = Im G (s):
e . 0).
G (s ) =
e 2 2(1 !-! + ~ - y)2 + (1 + TS)2 w w
(3.1.10)
Die Frage nach der Stabilität des linearisierten Systems ist
theoretisch sehr einfach zu beantworten. Das vorliegende Sy-
stem mit der übertragungs funktion Fo(s) des offenen Kreises
ist dann und nur dann stabil, wenn alle Nullstellen der Funk-
tion N(s) = 1 + F (s) negative Realteile haben.
o
Die überprüfung dieser Bedingung führt selbst dann, wenn wir
nur einen mechanischen Mode berücksichtigen, auf die Berech-
nung der Nullstellen einer Gleichung 6. Grades.
Die explizite Berechnung der Nullstellen wird bei den algebra-
ischen Stabilitätskriterien vermieden. Die bekanntesten Ver-
fahren sind nach Hurwitz und Routh 19) benannt. Die hier vor-
kommenden algebraischen Ungleichungen, die die Koeffizienten
des Polynoms N(s) enthalten, nehmen allerdings für Polynome
mit einern Grad größer als 4 bereits so längliche Formen an,
daß die Stabilitätsaussagen praktisch nicht verwertbar sind.
Glücklicherweise haben aber bis auf einige Ausnahmen, auf die
im Abschnitt 3.5 noch eingegangen wird, die uns vorliegenden
elektromechanischen Systeme eine sehr bedeutsame Eigenschaft,
die letztlich aus dem sehr großen Unterschied zwischen deo
typischen elektrischen und mechanischen Eigenfrequenzen der
Resonatoren resultiert. Die Bandbreite des elektrischen Eigen-
modes ist im allgemeinen sehr groß gegen die Bandbreiten der
mechanischen "._...1__ ...1 'L. •nuut:l1, u. 11. ;
T/T « 1
v
(3.1.11)
- 27 -
Das bedeutet aber, in der Nähe eines der mechanischen Eigen-
moden ändert sich die Signalphasenverschiebung mit steigender
Frequenz sehr rasch von <00 bis nahezu - 1800 , während das
Signal durch den komplexen "elektrischen" Verstärkungs faktor
Ge(jn> in diesem Bereich eine nahezu konstante Verstärkung
und Phasenverschiebung erfährt.
3.20rtskurve und Nyquist-Kriterium
In Bild (3.1)ist eine typische Ortskurve des komplexen Ver-
stärkungs faktors Fo(jn) nach (3.1.9) dargestellt. Dabei wurde
ein Arbeitspunkt y>O auf der oberen Flanke der "elektrischen"
Resonanzkurve gewählt und angenommen, daß nur zwei mechani-
scheModen einen wesentlichen Beitrag liefern, d.h. genügend
große Koppelfaktoren k 1 und k 2 besitzen.
t!m F, (jll]
.1
Re Fa (jQ)
Bild 3.1: Typische Ortskurve des
elektromechanischen Sy-
stems mit zwei mechani-
schen Moden
Aus der Lage der Orts-
kurve läßt sich eine
eindeutige Aussage über
die Stabilität des Sy~
sterns machen. Nach
Nyquist 19) ist das
System mit dem komple-
xen Verstärkungs faktor
Fo(jn) des offenen Krei-
ses dann und nur dann
stabil, wenn der Punkt
(-1,0) der komplexen
Fo(jn)-Ebene bei posi-
tivem Durchlauf (d.h.
von n = 0 bis n = +~)
der Ortskurve immer
links der Ortskurve
bleibt.
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Dabei ist vorausgesetzt, daß Fo(s) selbst stabil ist. Diese
Forderung ist, wie man an (3.1.9) sieht, bei uns erfüllt.
Für mechanische Kreisgüten Qv = ~ nv~v»1 besteht die Ortskurve
aus fast idealen Kreisen mit dem Radius Rv ' die um den Winkel
-(900 - ~e ) gegen die reelle Achse gedreht sind und in der Nä-
he des Urs~rungs ineinander übergehen. Die Ortskurve startet
bei einem im Vergleich zur Resonanzamplitude kleinen positiven
\vert auf der reellen Achse und läuft für Q+co in den Ursprung.
Die Radien sind dabei:
R "--21 IF (jQ)!v - 0 v (3.2.1)
Die Winkel We sind identisch mit der Phasenverschiebung des
elektrischen ~eilsystems bei der jeweiligen mechanischen Reso-
nanzfrequenz:
(3.2.2)
Abweichungen von der idealen Kreisgestalt in der Nähe der me-
chanischen Resonanzen rühren daher, daß sich der komplexe elek-
trische Verstärkungs faktor Ge ejO) innerhalb der mechanischen
Bandbreite eben doch geringfügig ändert.
Unter der Voraussetzung (3.1.11) lassen sich die Schnittpunkte
der Ortskurven mit der reellen Achse bestimmen, sie liegen an-
nähernd bei Re FoejOv) (Satz des Thales!). Für alle mechanischen
Eigenfrequenzen Qv muß nach dem vorher formulierten Nyquist-
Kriterium gelten:
(3.2.3)
Dies ist eine überraschend einfache Bedingung, deren Fruchtbar-
keit sich später im Kapitel 4 auch bei der nichtlinearen Stabi-
litätsdiskussion erweisen wird.
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Die Bedingung (3.2.3) ist aufgrund der besonderen Eigenschaf-
ten des Systems, nämlich des Vorhandenseins von dominan;;en
komplexen Polpaaren mit sehr kleiner Dämpfung (Qv»1), eine
sowohl hinreichende als auch notwendige Bedingung f{ir die Sta-
bilität des linearen Systems, weil sie sich direkt aus dem
Nyquist-Kriterium herleitet. Die Näherungsbedingungwird umso
genauer sein, je besser die Voraussetzung (3.1.11) erfüllt ist.
Bevor wir diese Bedingung näher untersuchen, sei noch eine ein-
fache notwendige Stabilitätsbedingung angegeben, die bei einem
normalen Regelkreis selbstverständlich ist. Für FrequenzenQ+O
wird dort das Vorzeichen der Rückführfunktion immer gerade so
gewählt, daß der Einfluß einer Störung durch eine entgegenge-
setzt gerichtete Steuerung 'verringert wird. Das bedeutet im
Falle von Proportionalverhalten der übertragungs funktion des
offenen Kreises aber, daß die Ortskurve, wie in Bild 3.1, im-
mer auf der reellen Achse bei positiven Werten Fo(o»oent-
springt.
Da wir es hier nicht mit einem Regelkreis, sondern mit einer
Regelstrecke mit innerer Rückführung zutun haben, deren Eigen-
schaften parameterabhängigsind, kann durchaus positive Rück-
kopplung eintreten, also F (0)<0 werden. Wenn dabei die Ver-
. 0
stärkung genügend klein bleibt, kann das System trotzdem sta-
bil sein.
Entsprechend dem vorher formulierten Nyquist-Kriterium ist da-
her eine sicherlich notwendige Stabilitätsbedingung:
F (0) > - 1
o
(3.2.4)
Angewendet auf die Gleichung (3.1.9) erkennen wir sofort, daß
das die im Abschnitt 2.4 angegebene monotone Stabilitätsbe-
dingung (2.4.2) ist, die nur für Arbeitspunkte auf der unteren
Flanke der Resonanzkurve des Resonators verletzt werden konnte
(y-co ) •
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Auf der oberen Flanke hat man wie bei einem normalen Regel-
kreis negative Rückkopplung. Hier kann das System aber trotz-
dem instabil werden, wenn wie im Bild 3.1 das Kriterium (3.2.3)
verletzt wird. Physikalisch tritt eine entdämpfte Schwingung
mit der Frequenz~n auf, die in der Nähe der Resonanz des zwei-
s
ten mechanischen Modes liegt. Das Maß der Entdämpfung hängt
dabei ab von der Differenz Re F
o(jn2)+1.
Interessant an diesem gewählten Beispiel ist, daß die Insta-
bilität durch den zweiten mechanischen Mode verursacht wird,
obwohl die Resonanzamplitude des offenen Kreises beim ersten
mechanischen Mode erheblich größer ist. Die Ursache liegt, wie
man sieht, in der größeren "elektrischen" Phasenverschiebung
We 2 = arg Ge(jn2) gegenüber We 1 .
Die Stabilitätsbedingung (3.2.3) ist gerade die im Abschnitt
2.4 bei der Diskussion der Phasenebene angesprochene oszilla-
torische Stabilitätsbedingung, die allerdings nur in einer
kleinen Umgebung der Ruhelage gültig ist~
Wenn man den Obertragungsfaktor nach (3.1.9) in die Bedingung
(3.2.3) einsetzt, erhält man näherungsweise:
(3.2.5)
als Stabilitätsbedingung, die für jeden mechanischen Mode v
erfüllt sein muß.
Die Näherung, die hier ohne Bedenken verwendet wurde, besteht
darin, daß der Beitrag aller anderen Moden außer dem betrach-
teten vernachlässigt wurde. Das ist dann erlaubt, wenn der Fre-
quenzabstand zweier benachbarter mechanischer Moden immer sehr
groß gegen die Bandbreite ist; dann gilt:
(3.2.6)
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Mit der Abküpzung:
1 0"y' = y + - 0 r •2" w
erhält man aus (3.1.10):
(3.2.7)
Im G (jQ.) =e v
In die Stabilitätsbedingung (3.2.5) gehen lediglich zwei Nä-
herungen ein,nämlich (3.1.11) und (3.2.6), wobei die bisher
nur als plausibel angenommene Näherung (3.1.11) im Abschnitt
3.5 noch ausführlich diskutiert werden wird.
Wie bereits im Abschnitt 3.1 im Zusammenhang mit der Näherung
(3.1.11) ausgeführt wurde, besteht eine wesentliche Eigen-
schaft dieses gekoppelten elektromechanischen Systems darin,
daß die mechanischen Eigenfrequenzensehrklein gegen die elek-
trischen sind. Eine typische Größenordnung für 0,,/00
0
ist 10- 6 2,7).
Das Verhältnis Qv·T {mechanische Eigenfrequenz/halbe elektrische
Bandbreite> allerdings kann in einem großen Bereich variieren.
Trotzdem wird für praktische Anwendungsfälle gelten:
(3.2.9)
Damit läßt sich (3~2.8)erheblich vereinfachen und man erhält
aus (3.2.5) die sehr übersichtliche Stabilitätsbedingung:
V2k T (Q"T)2
2 g V" v~ < 1 (3.2.10)
1+y2 ·22 2 2( 1+ n'"T ) - y) + 4y
Die Zusatzforderung (3.2.9) ist, wie wir jetzt an (3.2.10) se-
hen, praktisch schon deshalb erfüllt, weil sowohl für sehr große
als auch für sehr kleine O"T das System tendenziell in bezug auf
Anfachung von Schwingungen stabil wird.
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Die monotone Stabilitätsbedingung (2.4.2) und die oszillato-
rische Bedingung (3.2.10) werden im Abschnitt 3.6 ausführlich
diskutiert werden.
3.3 Kritik einer Ableitung von V.E. Shapiro
Bereits von Karliner 2) wurden die Stabilitätsbedingungen des
Systems für QvT«1 angegeben. Er benutzte dabei eine sehr ele-
gante Störungsentwicklung nach dem kleinen Parameter QvT für
eine Näherungsdifferentialgleichung der komplexen Amplitude des
elektromagnetischen Feldes, auf die im nächsten Abschnitt näher
eingegangen werden wird.
V.E. Shapiro 3) verallgemeinerte diese Ergebnisse neben einer
ausführlichen physikalischen Diskussion der ponderomotorischen
Effekte vor allem in zwei Richtungen. Zum einen erlaubte sein
Ansatz, die Einschränkung QvT«1 fallenzulassen; zum anderen
berücksichtigte er zusätzliche elektrische Moden beim Energie-
austauschprozeß zwischen dem elektromagnetischen und dem me-
chanischen Speicher.
Weil die dort auf einem anderen Weg gefundenen Lösungen einen
interessanten Vergleich mit den unseren erlauben, soll die
Shapiro'sche Ableitung kurz referiert werden. Wir beschränken
uns dabei, wie auch in den folgenden Ausführungen, auf einen
elektromagnetischen Mode. Zur Vereinfachung der Rechnung soll
wie auch bei Shapiro zusätzlich angenommen werden, daß das me-
chanische System hinreichend gut durch einen Mode v beschreib-
bar sei.
Wir gehen jetzt direkt von der Differentialgleichung (2.2.7)
aus und nehmen an, daß sich die Eigenfrequenz des Resonators
periodisch mit der Frequenz Q ändert:
flw(t)
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w~ = Wc; + 2wco~w(t)
= 1~ jnt + l~ili*e-jnt
'2 we 2 (3.3.1)
Es läßt sich zeigen, daß die Lösung v als Reihe darstellbar ist:
(3.3.2)
diefUr I~wl/wco« 1 konvergiert. Wir wollen uns hier auf die
in Aw linearen Terme beschränken. Genauere Ausführungen über
die Konvergenz der Reihe (3.3.2) werden im Abschnitt 4.1 gemacht
werden.
Wenn man (3.3.2) in die Differentialgleichung (2.2.7) einsetzt,
bekommt man
.. 2 • 2 2 •v + V o + wco Vo = - V'g0 L r
für die nullte Näherung und:
v1
2 • 2
-2w
coAw(t).vo+ - vi + wco vi =r
(3.3.3)
(3.3.4)
für die erste Näherung.
Es sei hier noch einmal darauf hingewiesen, daß w 0 die Eigen-
"" A C
frequenz des Resonators bei der Spannung Vo=V~ ist (vgl.
Bild 2.1).
Für die Generatorspannung vg wird der gleiche Ansatz wie in
Gleichung (2.2.10) gemacht.
Die mechanisChe Differentialgleichung ist entsprechend (2.3.2):
(3.3.5)
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wobei die gespitzte Klammer mit dem Index weine zeitliche
Mittelung über die Hochfrequenzperiode 2~/w bedeutet.
Oszillatorische Instabilität tritt dann ein, wenn die während
einer Niederfrequenzperiode 2~/n in die mechanische Schwingung
übertragene Leistung größer wird als die durch Dämpfung ver-
brauchte Leistung.
Wenn man (3.3.5) mit b~ multipliziert und über eine Niederfre-
quenzperiode mittelt, erhält man in linearer Näherung die Be-
dingung:
2 •
-4k n «v v1> öW>nv :» 0 w ~,
< 1 (3.3.6)
Die normierte Hochfrequenzimpedanz zn für das n-te Seitenband
sei:
z
n
(3.3.7)
Nach Ausführung der beiden Zeitmittelungen bekommt Shapiro
schließlich aus (3.3.6):
(3.3.8)
Wenn (3.3.8) eine Stabilitätsbedingung sein soll, so fällt zu-
nächst auf, daß in der Ungleichung noch die unbekannte Frequenz
n enthalten ist. Da wir es mit einem linearen Stabilitätspro-
blem zu tun haben, muß diese Frequenz Q eine Funktion der Para-
meter des Systems sein.
Wenn man probeweise Q mit der Eigenfrequenz n" identifiziert,
stellt man fest, daß die Bedingung (3.3.8) identisch mit der
früher angegebenen oszillatorischen Bedingung (3.2.5) ist.
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War diese Identifizierung noch plausibel, so wird das Ergeb-
nis von Shapiro völlig irreführend, scheint doch (3.1.11)
gar nicht benötigt zu werden; die N~herung nämlich, daß die
lI e l ekt r i s che ll übertra.gungsfunktion Ge(s) breitbandig gegen-
über der "mechanischen" O'bertragungsfunktion Gv(s) sein muß
(T /T <.<1).
v
Die von Shapiroverwendete zeitliche Mittelwertbildung führt
offenbar nur dann zu einem richtigen Ergebnis, wenn die Ener-
gieÜbertragung aus dem elektrischen Speicher mit der Energie
W schnell gegenüber dem Energieabbau durch mechanische Verlu-
ste erfolgt.
Wie man an diesem Beispiel ersieht, sind Energiebilanzen mit
Vorsicht zu genießen, wenn es darum geht, die Stabilitätsbe-
dingungen eines selbsterregten Systems mit komplizierter
dynamischer Struktur zu bestimmen.
Trotzdem muß gesagt werden, daß der von Shapiro eingeschlagene
Weg physikalisch sehr anschaulich ist. Die Beschreibung, die
hier durchgc!ngig verwendet wird, benutzt übertragungsf1..mktio-
nen 51) bzw. komplexe Verstärkungsfaktoren als Vermittler
zwischen Ein- und Ausgangsgrößen . Letztere lassen sich zU-.
sätzlich sehr erfolgreich zur Beschreibung des nichtline--
aren Verhaltens verwenden (+ Kapitel 4).
Dieser Weg erweist sich sp~testens dann als notwendig, wenn man
die Beschreibung des Systemverhaltens an sich verl~ßt und zu-
s~.tzliche Rückführungen .(Regelschleifen) einführt, um das Sy-
stemverhalten zu verbessern bzw. wie hier um zunächst Instabi-
litäten zu beseitigen.
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3.4 Näherungsdifferentialgleichung für die Resonatoramplitude
und Ersatzschaltbild
Es soll nun genauer untersucht werden, was die Näherung (3.2.9),
die das Ergebnis ja wesentlich übersichtlicher gemacht hatte,
eigentlich bedeutet. Für die elektrische übertragungs funktion
G (s) ist die Näherung (3.2.9) gleichbedeutend damit, daß die
e S2 T sTerme --2- und - gegen y sowohl im Zähler als auch Nenner ver-
00 00
nachlässigt werden. Gehen wir noch einen Schritt weiter zurück
zur Obertragungsfunktion für die komplexe Amplitude Go(s) und
führen eine Partialbruchzerlegung für (3.1.3) durch, dann erhal-
ten wir:
(3.4.1))1
1+'!s+iT(00+00' )
co
1(-------
1+Ts+iT(oo-oo' )
co
00
= wr
co
G (s)
o
mit
1
-2 '" oo co
'!
Der erste Partialbruch hängt von der Differenz von Generator-
und Eigenfrequenz und der zweite von der Summe ab. Weil der
Resonator aus rein ökonomischen Gründen immer möglichst in Re:
sonanz betrieben wird, d.h. Iw-oocol~'i, kann der doppelt hoch-
frequente Term vernachlässigt werden, und wir erhalten unter
Berücksichtigung von (2.3.6) näherungsweise:
G (s) '" 1o . - l+Ts+iy (3.4.2)
Noch einen Schritt weiter zurück in den Zeitbereich heißt das
für die komplexe Amplitude V in (2.2.15), daß die zweite Ab-
leitung V und ein Teil der ersten Ableitung, nämlich ~ Vver-
nachlässigt werden können.
Nach Division durch ~ioo ~n& Verwendung der Definition (2.2.8)
erhält man:
•LV .;. Vg (3.4.3)
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Für das linearisierte Differentialgleichungssystem pedeutet
die Näherung zunächst eine Reduktion um zwei Ordnungen. Das
heißt: in der Mindestausstattung mit je einern mechanischen
und elektromagnetischen Mode wird das dynamische Problem durch
eine Differentialgleichung 4. Ordnung beschrieben.
Einerseits wird jetzt die Anwendung eines der bereits im Ab-
schnitt 3.1 in Erwägung gezogenen algebraischen Stabilitäts-
kriterien möglich (+ nächster Abschnitt); andererseits wird
aber auch das nichtlineare Problem erheblich vereinfacht,
weil diese lineare Differentialgleichung erster Ordnung exakt
integrierbar ist. Wir können nun auch größere dynamische Fre-
quenzabweichungen behandeln, die die lineare Näherung verlet-
zen würden.
Allerdings müssen wir dabei erneut prüfen rob auch für größere
I
Auslenkungen die Näherung ihre Gültigkeit! behält. Die Bedingung
..
dafür, daß wir den V-Term streichen konnten, nämlich die Be-
dingung (3.2.9), stammt aus dem linearisierten Problem und ist
daher nicht ohne weiteres übertragbar. Einen Anhaltspunkt, in
welcher Richtung die genannte Bedingung bei größeren Auslenkun-
gen erweitert w~rden muß, liefert eine gedankliche Fortsetzung
der Iteration im vorhergehenden Abschnitt. Wie man sich leicht
überlegen kann, hat das Lösungsspektrum nach dem n-ten Itera-
tionsschritt eine Breite von gerade w~nn. Wir können hoffen,
daß unter der Bedingung:
1 nn (nQL + ~)«12' Wo nHL (3.4.4)
für eine entsprechend große Auslenkung auch die Näherungsdif-
ferentialgleichung genügend gute Ergebnisse liefert.
Bei vielen Problemen ist es zweckmäßig, ein komplexes Wirkungs-
gefüge durch ein Ersatzschaltbild zu beschreiben. Nachdem durch
die Einführung der Näherungsdifferentialgleichung (3.4.3) das
lineare Kopplungsproblem auf die wesentlichen Bestandteile re-
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duziert wurde, kann das dynamische Verhalten durch die in
Bild 3.2 wiedergegebene R,L,C-Schaltung veranschaulicht wer-
den.
rfl.l 21-r.2
RELATIVE
ENERGIE-
ABWEICHUNG
-.- n12 2
..L 11"
FREQUENZ-
ABWEICHUNG
t
PHASEN-
ABWEICHUNG
2y
B1ld 3.2: Ersatzschaltbild des elektromechanischen
Systems mit 2 mechanischen Moden
Die Dreiecke sollen ideale spannungsge steuerte Spannungsver-
stärker mit der nebenstehenden Verstärkung sein. Der linke
Verstärker summiert die beiden Eingänge mit den Gewichten k 1
und k 2• Bild 3.2 ist gerade das Ersatzschaltbild, das zur
Ortskurve Bild 3.1 gehört. Der untere Teil einschließlich des
rechten Entkoppelverstärkers repräsentiert die Dbertragungs-
funktion von der normierten Frequenzabweichung T(6w 1+6w 2 ) auf
die relative Energieabweichung 2Re6V/V
o
' während der obere
Teil das elektrische Analogon der beiden mechanischen Schwing-
kreise darstellt.
Die angegebene Schaltung eignet sich zu einer einfachen Simu-
lation des Signalverhaltens für die gekoppelten Gleichungen,
weil hier die Hochfrequenz explizit nicht mehr auftaucht.
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3.5 Hurwitz-Kriterium für das genäherte Differential-
gleichungssystem
Grundlage für die Anwendung des Nyquist-Kriteriums in der spe-
zifischen Form der Gleichung (3.2.3) war die Voraussetzung
(3.1.11), die bisher nur plausibel war. Wenn wir nur einen me-
chanischen Mode berücksichtigen und die Näherung (3.4.2) für
die komplexe übertragungsfunktion Go(s) verwenden, ergibt sich
mittels (3.1.9) die lineare übertragungs funktion für den offe-
nen Kreis:
F Cs )
o
(3.5.1)
Um das Hurwitz-Kriterium anwenden zu können, müssen wir zu-
nächst die Koeffizienten des ~olynoms 1 + Fo(s) = 0 berechnen.
Mit der Definition für die Polynomkoeffizienten:
. ,
Zähler {1 + F (s»)"!o ...•
n
r
11.=0
n = 4 (3.5.2)
erhalten wir die Koeffizienten:
a = 't"20
a 1 = 2'r<1+'t"f't" )\)
2 2
a 2 = 1+y+41" f't"v+ (Q"r )
2f't"\) 2 2a 3 = (l+y )~+ 2Q e't"V
0 2 (1+y2.,.
"'2
a 4 =
2VgKVY't")v
1+y2
(3.5.3)
Das Hurwitz-Koeffizienten-Schema hat für eine Differential-
gleichung 4. Ordnung folgende Gestalt:
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I I Ia 1 I a 3 0 I 0I I I___ J I
I I
ao a 2 I a4
( 0
I I
---------1 II
0 a 1 a 3 I 0I
-------------~
0 ao a 2 a4 (3.5.4)
Das System ist nach Hurwitz stabil, wenn alle durch gestrichel-
te Linien gekennzeichneten "nordwestlichen" Determinanten bzw.
Unterdeterminanten größer als Null sind. Es ergeben sich die
folgenden 4 Bedingungen:
1- D1 = a 1 > 0
2 . D2 = a 1a2-aoa3 > 0
3. D3
2 0 (3.5.4.a)= a 3D2-a1a4 >
4. D4 = a 4D3 > 0
Die ersten beiden sind immer größer Null, liefern damit keine
echten Bedingungen. Die vierte Bedingung läßt sich mit der drit-
ten umformen zu a4 > 0, d.h. also:
(3.5.5)
Das ist wieder die bekannte monotone Stabilitätsbedingung
(2.4.2) bzw. (3.2.4)
übrig bleibt die dritte Bedingung D3 > 0; die sich mit (3.5.3)
schreibt:
(3.5.6)
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Dies ist nun die verbesserte oszillatorische Stabilitätsbe-
dingqng, in der die endliche Bandbreite des elektrischen über-
tragungssystems berücksichtigt ist.
Die Näherung (3.1.11), wieder angewendet auf (3.5.6), ergibt;
wie es sich gehört, die alte oszillatorische Stabilitätsbe-
dingung (3.2.10). Damit ist auf indirektem Wege die Notwendig-
keit und Richtigkeit der Bedingung ~/~v«1 für die Anwendbar-
keit des algebraischen Nyquist-Kriteriums nachgewiesen.
Daß (3.1.11) auch tatsächlich verletzt werden kann, ist am
Beispiel des2-Meilen-Linearbeschleunigers in Stanford 20),
dessen Resonatoren supraleitend gemacht werden sollen, zu se-
hen. Dort soll ein mechanisches Eigenfrequenzstellglied mit
Q"lw ~10-7 und Q ~10 bei einer Resonatorgüte n>10 8 betrieben
v 0- v- '<;L
werden. Für diese Parameter folgt ~/T >1; die belastete Band-
v
breite des Resonators kann also größer als die mechanische
Bandbreite werden.
Die folgenden Ausführungen verdeutlichen noch einmal den Ein-
fluß der Näherung (3.1.11) und geben zugleich einen tieferen
Einblick in das Wesen der beiden Stabilitätsbedingungen.
Die beiden aus dem Hurwitz-Kriterium abgeleiteten Bedingungen
für die monotone Stabilität a4>0 und die oszillatorische Sta-
bilität D3>O für ein System der Ordnung n = 4 sind nach Cremer
18)
und Magnus 21) auch für den allgemeinen Fall n-ter Ordnung mit
an>O und D
n_ 1>O die schärfsten Stabilitätsbedingungen, dh.
diejenigen, die bei einer beliebigen Variation der Systempara-
meter von einem stabilen Zustand ausgehend am ehesten verletzt
werden.
Interessanterweise läßt sich mittelS der berechneten Hurwitz-
determinanten die kritische Frequenz QK für die oszillatori-
sche Stabilität an der Stabilitltsgrenze Dn- 1 = o angeben; sie
errechnet sich aus:
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a D
n n-3
Dn - 2
n > 3 (3.5.7)
Für unser Beispiel n=4 ergibt sich daraus:
(3.5.8)
Die kritische Frequenz ist daher nur dann annähernd gleich
der Eigenfrequenz der mechanischen Schwingung, wenn (3.1.11)
gilt und zusätzlich:
(3.5.9)
Diese letzte Bedingung ist gerade für typische Fälle bei nor-
malleitenden Resonatoren verletzt. Für die Parameter nach 2).
nv = 2w·39 Hz, T = 57 usec, TV = 1,63 sec und y = 1
ergibt sich
Die beobachtbare Vibrations frequenz ist also 45 Hz anstatt
39 Hz. Dieses Ergebnis leuchtet au~h unmittelbar ein, wenn
wir uns die Ortskurve Bild 3.1 anschauen und uns überlegen,
daß hier die "elektrische" Phasenverschiebung 'Pe nach (3.2.2)
nur etwa _1° beträgt. Die bis -180° fehlende Phasenverschie-
bung muß vom mechanischen System übernommen werden; d.h. die
kritische Frequenz muß ganz weit auf der oberen Flanke der
mechanischen Resonanzkurve liegen.
- -----------~--- -------- --_.- ---- - --_._--
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Die gegenseitigen Beziehungen zwischen den in den letzten
5 Abschnitten berechneten oszillatorischen Stabilitätskri-
terien sind in Bild 3.3 zusammengestellt.
EXAKTE OSZILLATORISCHE
r- STABIlITÄTSBEDINGUNG ---....,
NÄHERUNG
J..Q
..1....-l1(Q.,'t+-'-)«1Wo v Sl.,,'t
NÄHERUNG
't/'tv« 1
( 3.1.11 )
{ 3.2.9 }
BEDINGUNG
(3.5.6 )
•
vgl. SCHULZE 17/
1970
BEDINGUNGEN
(3.2.5) und
( 3.2.8)
vgl. SHAPIRO 13/
1968
und ABSCHN. 3.3
NÄHERUNG
( 3.1.11 )
BEDINGUNG
( 3.2.10 )
NÄHERUNG
QV 't « 1
••Ivgl. KARLI NER /2/1
1965
NÄHERUNG
(3.2.9 )
'Bild 3.3: Obersichtsdarstellung der verschie-
denen oszillatorischen Stabilitäts-
kriterien .
Auf die explizite Ausrechnung der exakten oszillatorischen
Stabilit~tsbedingungwurde wegen des großen numerischen Auf-
wands verzichtet. Mit den vorherigen Ausführungen können
wir wenigstens die Bedingung formulieren: die aus dem Poly-
nom 6. Grades 1+F
o(s) nach (3.1.9, 10) gebildete Hurwitzdeter-
minante 5. Ordnung muß graßer als Null sein.
Es zeigt sich, daß für typische Resonatoren die N~herung
quenten Terms in G (s) gleichkommt, gut erfüllt ist, w~hrend
o
man das, wie das Beispiel zeigte, für die N~herung (3.1.11)
nicht behaupten kann.
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Zusammenfassend kann man daher sagen, daß in der bereits in 7)
mitgeteilten Bedingung (3.5.6) alle wesentlichen Merkmale der
oszillatorischen Stabilitätsgrenze enthalten sind.
Für den Anwendungsfall, der im Kapitel 6 näher untersucht wird,
ist wegen T/T V « 1 bereits die Bedingung (3.2.10), die man di-
rekt aus dem Nyquist-Kriterium folgern kann, ausreichend.
3.6 Diskussion der linearen Stabilitätsbedingungen
Bei den folgenden Betrachtungen wird von der oszillatorischen
Stabilitätsbedingung (3.2.10) und von der monotonen Stabili-
tätsbedingung (2.4.2) ausgegangen werden.
Zunächst soll noch einmal eine wichtige Eigenschaft, die die
Relation der beiden Stabilitätskriterien betrifft, herausge-
stellt werden: die oszillatorische und die monotone Stabili-
tätsschwelle können niemals für einen gegebenen Arbeitspunkt y
gleichzeitig überschritten werden. Diese Eigenschaft wird sich
erst bei Einführung zusätzlicher Rückführungen (Regelschleifen)
ändern. Die oszillatorische Stabilitätsgrenze kann nur auf der
oberen Flanke y>O überschritten werden und die monotone Stabi-
litätsgrenze nur auf der unteren Flanke y<O. An der Grenze die-
ser beiden Arbeitsbereiche, für y=o nämlich, ist das System in
beiden Hinsichten stabil.
Wenn der Resonator also in Resonanz betrieben wird, sollte das
System theoretisch stabil sein. Praktisch treten Störungen auf.
Die Eigenfrequenz des Resonators kann durch Erschütterungen der
Aufhängung, durch Temperaturdrift und durch direkte Schallein-
wirkung geändert werden. Aus dem Potentialverlauf - etwa der
Kurve für A= -7.0 in Bild 2.2 - ist zu erkennen, daß bei der
geringsten Störung das System dem energetisch niedrigeren Niveau
zustrebt. Wenn man andererseits, um diesen Effekt zu verhindern,
einen Arbeitspunkt O<y«1 auf der oberen Flanke auswählt - etwa
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A = -6.0 in Bild 2.2 -, so wird zwar der Schutzwall der poten-
tiellen Energie größer, dafür können nun nach (3.2.10) Vibra-
tionen angefacht werden.
Ein weiterer Grund, der einen Betrieb des Resonators auf der
Flanke sinnvoll erscheinen läßt, steht in Zusammenhang mit der
Forderung nach longitudinaler und transversaler Phasenstabili-
tät 2,22) .des zu beschleunigenden Teilche.nstrahls.
Schließlich sei noch erwähnt, daß es aus Leistungsanpassungs-
gründen und u.U. zur Verbesserung der Energieschärfe des Teil-
chenstrahls b~i einem Niederenergieprotonenbeschleuniger zweck-
mäßig sein kann, den Resonator auf der unteren Flanke zu betrei-
ben 23)
Die monotoneStabilitätsbedingung wurde bereits ausführlich dis-
kutiert, wir wenden uns jetzt. den Eigenschaften der oszillatori-
schen Stabilitätsbedingung (3.2.10) zu. Zusätzlich zu den schon
in der monotonen Bedingung (2.4.2) auftretenden Parametern:
...
Vg-Resonanzspannung, T-elektrische Abklingzeit, y-Arbeitspunkt
auf der Resonanzkurve (normierte Verstimmung) und kv-Kopplungs-
koeffizient des mechanischen Modes v treten hier die beiden
"dynamischen" Parameter des mechanischen Teilsystems: Q -mecha-
. v
nische Eigenfrequenz und Tv-Abklingzeit des mechanischen Modes
v hinzu.
Um die folgende Diskussion übersichtlicher zu gestalten, wollen
"-
wir den Begriff der Schwellenresonanzspannung V einfUhren, die
... g
gerade dem Wert der Resonanzspannung Vg entspricht, für die die
Stabilitätsschwelle erreicht ist. Für die Schwellspannung nach
der oszillatorischen Bedingung (3.2.10> erhalten wir:
(3.6.1)
Sowohl für sehr große QvT als auch für sehr kleine geht V gegeng
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unendlich, irgendwo dazwischen wird ein Optimum liegen. Wie
läßt sich dieses Verhalten anschaulich verstehen? Dazu sehen
wir uns die Ortskurve in Bild 3.1 noch einmal genauer an. Wir
erkennen, daß der Schnittpunkt (bzw. die Schnittpunkte) der
Ortskurve nur dann genUgend weit links auf der negativ reellen
Achse liegen kann, wenn bei ausreichender Verstärkung im elek-
trischen System auch eine Mindestphasenverschiebung We statt-
findet. Ohne Phasenverschiebung, d.h. Signalverzögerung im elek-
trischen Obertragungssystem, ist im geschlossenen Kreis keine
Instabilität möglich, weil das mechanische Schwingungsglied höch-
stens -1800 Phasenverschiebung für Q~~ erreichen kann und damit
selbständig, selbst bei beliebig großer Verstärkung nicht zur
oszillatorischen Instabilität des Kreises fUhren kann.
In Bild (3.4 a,b) sind Phasen- und Amplitudenfrequenzgänge des
elektrischen Obertragungssystems für verschiedene Arbeitspunkte
y=T(W-W ) aufgezeichnet. Für G (jQ) = IG (jQ)lej~e erhalten wir
co e e
mit der Näherung (3.2.9) aus (3.1.10):
=
y (3.6.2)
tan We (3.6.3)
v»0.2
-----c_~ =:: _
y==l ...... - .......
_900 1
O,--------r-------;I"T'----,------,
.. .... ....
o -9.0 ------------------ ~--------"'---~---- -
y.3Q.I
-c
.~
ä.
~ -20 -+-~----_t_----___"I...._*
--- Q.
Bild 3.4: Am~lituden- und Phase~freque~zgangder elektrischen
Te~lübertragungsfunkt~onGe(JQ>
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Bei festgehaltenem O=Ov sehen wir nun sehr qeutlich, daß bei
kleiner elektrischer Abklingzeit l' die Phasenverschiebung sehr
klein ist, während andererseits für sehr große Abklingzeiten l'
die Verstärkung lG (J'O 1')1 sehr klein wird. In beiden Richtun-
. e v '
gen wird die Instabilitätsschwelle also unterschritten.
Das Minimum der Stabilitätsschwellspannung Vg in bezug auf die
Parameter y und 0v1' läßt sich leicht berechnen aus den beiden
Bedingungsgleichungen:
Man erhält:
a V ~ 0ay g
,
V :: 0g (3.6.4)
(3.6.5)
und die zugehörige minimale Stabilitätsschwellspannung für Vi-
brationsanregung des Modes v:
2 (3.6.6)
Diese Parameter entsprechen, wie auch im Bild (3.1J) hervorge-
hoben, gerade einer Phasenverschiebung von -900 im elektrischen
TeilUbertragungssystem. In der Ortskurve nach Bild (3.1) dreht
sich der zum mechanischen Mode gehörende Kreis ganz in die linke
Halbebene,und zwar so, daß die Schnittpunkts frequenz Os gleich
der EigenfrequenzO
v
wird.
Im Falle"maximaler Instabilität" des Systems erteilt jedes der
beiden Teilsysteme, das mechanische sowohl als auch das elek-
trische, dem Signal mit der Frequenz 0v eine Phasenverschiebung
von je -90°, was im geschlossenen Kreis optimaler Mitkopplung
entspricht.
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An einem praktischen Beispiel soll gezeigt werden, unter wel-
chen Bedingungen man in dem durch (3.6.5) definierten Minimum
-der Stabilitätsschwellspannung Vg liegt. Wie schon mehrfach
erwähnt, ist die typische Größenordnung für das Eigenfrequenz-
verhältnis ~V~10-6. Wegen (3.6.5) heißt das aber, daß der
pessimistiscHste Wert für die elektrische Kreisgüte etwa Q~106
ist. Eine solche Güte kann nur von einem supraleitenden Reso-
nator erreicht werden. Die ~einen Resonatorgüten liegen sogar
Q
wesentlich höher: Q>10 u • Will man jedoch einen supraleitenden
Resonator zur Beschleunigung eines sehr intensiven Teilchen-
strahIs einsetzen, so muß aus Leistungsanpassungsgründen 23)
die Güte durch externe Bedämpfung mit dem Generator (starke
Ankopplung des Generators an den Resonator) stark herabgesetzt
werden. Die belastete Güte QLwird in diesem Fall völlig unab-
hängig von der unbelasteten Güte Q, und ist:
(3.6.7)
Dabei ist eV
o
cos ~s gerade der mittlere Energiegewinn eines
Teilchens mit der Synchronphase ~s (vgl. (2.2.1», I o der mitt-
lere Teilchenstrom und Z/Q die von der Güte unabhängige normier-
te Shuntimpedanz (vgl. (2.2.6». Parameter für eine typische
Struktur, auf die im Kapitel 6 noch näher eingegangen wird, sind:
o "
ep = 30 , V = 2 MV/rn, I = 0,5 mA und Z/Q = 5 kn/m. Damit fällt
s 0 0
die belastete GUte genau in den Bereich maximaler oszillatori-
scher Instabilität.
Für die nach (3.6.6) auf den minimalen Wert bezogene Generator-
schwellspannung erhält man aus (3.6.1) folgenden Ausdruck:
v .gm1n
=
-sin28
(3.6.8)
Das Quadrat von (3.6.8) entspricht der bezogenen Generatorlei-
stung und ist in Bild 3.4 als Funktion von e mit dem Parameter
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Qv1' aufgetragen.
2
(A-)103r:
5
~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~ ~
----11.._ e
,
Bild 3.5: Bezogene Generatorschwelleistung als
Funktion von 8 mit Qv1' als Parameter.
Für Qv1' «1 liegen die Minima bei 8--24°, und es gilt VgCX(Qv1')-1.
Dieses Ergebnis findet man auch bei KaEliner .2). Für 0v1'»1
liegt ein Minimum bei e"'-45°, für das V cxQ 1'gilt und ein zwei-
- g v-
tas bei e= -arctan (/1+ (Q T) 2), das nur mit V cx/ffT" ansteigt.
v g v
Diese Erscheinung hängt damit zusammen, daß die elektrische
Obertragungsfunktion GeCs), wie aus den Bildern(3.3 a,b) her-
vorgeht, für Verstimmungswinkel e<-45° bzw. y>l Bandpaßcharak-
ter bekomrntmit einer "Resonanzfrequenz" Q= 1. l y z- 1 . Ganz abge-
l' .
sehen von ökonomischen Gründen ist daher ein Betrieb des Resona-
tors weit außerhalb der Resonanz sicher kein ad~quates Mittel,
um die Stabilitätsschwelle für einen mechanischen Mode v zu er-
höhen, weil dann der nächsthöhere v+1 gerade in diese Resonanz
fallen könnte.
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Wir wollen uns jetzt noch mit der Relation zwischen monotoner
und oszillatorischer Stabilitätsschwelle beschäftigen. Dabei
soll zur Vereinfachung der Diskussion angenommen werden, daß
zum gesamten Rückwirkungsprozess nur ein mechanischer Mode v
einen entscheidenden Beitrag liefert. Gemäß (2.4.3) erhalten
wir fUr die minimal~ monotone Stabilitätsschwellspannung:
rt:: 1(V ). = /--E-.
go m~n 3/3 ~
v
(3.6.9)
zu
im
bei y = - 1, was einer Hochfrequenzphasenverschiebung von
8= + 300 ~tspricht. Das Verhältnis von oszillatorischer
monotoner Schwelle ist unter Berücksichtigung von (3.6.5)
ungünstigsten Fall:
(V ) •g m~n
(V ).go ffi1.n
1 '\, 1,36
~ IQ"
(3.6.10)
wobei Qv die KreisgUte des betrachteten mechanischen Modes v
ist.
Um wieder eine V.orstellung von den praktischen Größenordnungen
zu bekommen, wollen wir das vorher behandelte Beispiel etwas
weiterführen. Wie wir gesehen hatten, konnte bei der angegebe-
G • (S'2v 10- 6) . 1 . R .nen eome't r-a,e -- '\, nur e i,n supra e atender· esonator ma t
w -
einer GUte von ~twa 10 6 in den Bereich der maximalen oszilla-
torischen Instabilität kommen. Unglücklicherweise zeigen typi-
sche Supraleiter (Niob) bei sehr tiefen Temperaturen "auch eine
drastische Verringerung der inneren mechanischen Reibungsver-
luste 24). An einer typischen Struk.tur (Helix) wurden mechani-
sche GUten von bis zu 5-1014 bei Temperaturen <4,2 K gemessen 8);
das ist ein Faktor 50 mehr als bei Raumtemperatur. Das bedeutet
wegen (3.6.10),'daß bereits bei 1 % der Feldstärke, die ausrei-
chen wUrde, um die statische Resonanzkurve des Resonators gera-
de zum Oberkippen zu bringen, bereits auf der oberen Flanke bei
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e = -45 0 Vibrationen angefacht werden können; in dem gewählten
Beispiel also bereits bei einer äquivalenten Beschleunigungs-
feldstärke von nur 20 kV/m.
Es kann auch der umgekehrte Fall_eintreten, daß nämlich die
oszillatorische Schwe11spannung V. größer als die monotone
- gSchwel1spannung Vgo ist. Das liegt daran, daß für Dv~» 1 die
dynamische Schwelle proportional T steigt, während die stati-
sche Schwelle mit i/lTfällt und auf der anderen Seite für
D
vT«1die dynamische Schwelle bei kleiner werdendem T mit 1/T
ansteigt, während die statische Schwelle nur mit l/lT ansteigt.
Einegenauere Rechnung zeigt, daß der Bereich, in dem die oszi1-
... ...
latorische Schwelle unter der monotonen liegt (Vg < Vgo) gege-
ben ist für:
3
/Qv (3.6.11)
Man kann demnach drei unterschiedliche Situationen bezüglich
der Stabilität des Systems unterscheiden:
I. Das System ist monoton stabil, aber oszi1latorisch in-
... '" ...
stabil, d.h. Vg < Vg < Vgo'
II. Das System ist oszi11atorisch stabil, aber monoton insta-
... '" ...
bi1, d.h. Vgo < Vg < Vg•
III. Das System ist sowohl monoton als auch oszi11atorisch in-
A ~ A-
stabil, d.h. Vg > Vgo und Vg > Vg•
Im Fall I ist natürlich, wie aus den bisherigen AusfUhrungen
hervorgeht, das System nur für Arbeitspunkte auf der oberen
Flanke y > 0 oszillatorisch instabil. Wenn keine anderen Grün-
de, etwa.die am Anfang dieses Abs.chnitts genannten gegen die
Wahl der unteren Flanke sprechen, kann man das lineare Stabi-
litätsproblem als gelöst betrachten, wenn wir uns einen Ar-
beitspunkt y < 0 vorgeben. Wie wir im nächsten Kapitel aus den
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nichtlinearen Rechnungen sehen werden, wird diese Aussage
eine gewisse Einschr~nkung erfahren.
Abgesehen davon, daß der Fall II wohl relativ selten anzutref-
fen sein wird, gilt genau das Umgekehrte wie im Fall I. Stabi-
lität läßt sich erreichen, wenn wir uns auf Arbeitspunkte auf
der oberen Flanke beschränken. Hier gibt es insofern ebenfalls
nichtlineare Einschränkungen, als bei einer genügend großen
Störung das System in eine andere Ruhelage springen kann, was
man sich an Bild 2.2 klarmachen kann. Globale monotone Stabi-
lität existiert nur für Arbeitspunkte außerhalb des Hysterese-
bereichs auf der oberen Flanke. Wenn der Hysteresebereich groß
gegen die Bandbreite ist, ist der Betrieb wie vorgeschlagen oh-
ne zusätzliche Maßnahmen auch ökonomisch nicht vertretbar; denn,
"um den Feldpegel V zu halten, braucht man eine um den Faktor
o
(1+y2) größere Generatorleistung. Im Falle III sind von vorn-
herein beide Flanken der Resonanzkurve instabil.
Im allgemeinen läßt sich der elektromechanische Koppelfaktor
kv«fe/cv nur wenig verändern, weil sich entweder aus anderen
Gründen die Geometrie gar nicht ändern läßt oder weil eine Ver-
stärkung der Wände (~ Vergrößerung der Federkonstante cv ) bzw.
Veränderung der Formgebung (~ Verkleinerung des Entwicklungs-
koeffizienten f
v
> nur geringe Gewinnfaktoren einbringt.
Eine wesentlich elegantere Lösung für das Problem im Falle II
und III besteht darin, daß zusätzliche elektrische Rückführun-
gen vorgesehen werden. Damit werden wir uns im Kapitel 5 aus-
führlich befassen.
Zum Schluß sei noch auf eine interessante Symmetrieeigenschaft
der Kopplung hingewiesen. Dazu erinnern wir uns an die von
Shapiro gegebene Darstellung des Kopplungsproblems, die im
Abschnitt 3.3 behandelt wurde. Danach gab es gerade dann eine
Aufschaukelungeiner mechanischen Eigenschwingung,wenn die in
diese Schwingung aus dem elektrischen Energiereservoir übertra-
- 53 -
gene Leistung größer als die Verlustleistung wurde. Das Vor-
zeichen der übertragenen Leistung ist aber, wie wir aus
(3.2.10) schließen, gleich dem Vorzeichen der normierten Ver-
stimmung y = L(W-WCO ) ' Auf der unteren Flanke ist diese
Leistung wegen w<wco negativ, d.h. die mechanische Schwingung
wird durch die elektrische Rückwirkung zusätzlich bedämpft.
Damit läßt sich eine effektive mechanische Dämpfung bzw. Ab-
klingzeit Leff definieren:
= (3.6.12)
woraus sich mit (3.2.10) ergibt:
(3.6.13)
Die Dämpfun,g L~:l wird sogar umso größer, je größer die Kopp....
- -- e~ ~ ~
lung an den elektromagnetischen Energiespeicher ist. Zur Ver-
anschaulichung dieser Situation wählen wir die Parameter für
die maximale oszillatorische Instabilität nach (3.6.5) für eine
A
Spannung Vg, die das System gerade an die monotone Stabilitäts-
grenze bringt und setzen uns jetzt auf die untere Flanke auf
y=-1 (d.h. e= + 45°). nie effektive mechanische Güte ist dann:
1
=Qeff
4
3/b
(3.6.14)
Wegen Q »1 bedeutet das: durch die elektromagnetische Bedämp-
v
fung kann man im Optimalfall zu einer effektiven mechanischen
GUte von Qeff ~ 1,84 kommen.
Auf die Problematik der Bed!mpfung im Zusammenhang mit zusätz-
lichen Rückführungen wird im Abschnitt 5.2 zurückzukommen sein.
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1+. Stabilität des Systems für große Auslenkungen
Obwohl die konsequente Fortführung der linearen Stabilitäts-
diskussion des letzten Abschnittes die Untersuchung des System-
verhaltens in Gegenwart zusätzlicher Rückführungen wäre, sol-
len an dieser Stelle zunächst nichtlineare Betrachtungen einge-
fügt werden, die einerseits eine genaue Abschätzung der Güte
der linearen Näherung erlauben und andererseits zu einer Prä-
zisierung der Stabilitätsaussagen führen.
1+.1 Iteration der Hochfrequenzdifferentialgleichung
Die im Abschnitt 3.3 begonnene Methode der sukzessiven Verbes-
serung der Näherungslösung der Differentialgleichung (2.2.7),
die einer Potenzreihenentwicklung der exakten Lösung nach dem
Störfrequenzhub entspricht, soll im folgenden mit einer gerin-
gen Modifikation fortgesetzt werden. Und zwar wollen wir jetzt
direkt von der Differentialgleichung (2.2.15) für die. komplexe
Amplitude der Resonatorspannung ausgehen. Damit läßt sich das
Ergebnis wesentlich übersichtlicher formulieren; allerdings
müssen wir zwischen zwei verschiedenen komplexen Operationen
streng unterscheiden. Im Hochfrequenz- oder Trägerbereich soll
eine Phasenverschiebung von 90 0 durch eine Multiplikation mit
i (i 2 = -1), die konjugiert komplexe Spannung durch einen hoch-
gestellten Stern (*) sowie die Real- bzw. Irnaginärteilbildung
durch einen Index i (Re(), Im() ) dargestellt werden. Entspre-
i i
chend soll im Niederfrequenz- oder Signalbereich eine Phasen-
verschiebung von 900 durch eine Multiplikation mit j (j2 = -1),
das konjugiert komplexe Signal durch einen hochgestellten ein-
gekreisten Stern (~) sowie die Real- bzw.lmaginärteilbildung
a\lrch
elnen Index j (Re(), Im() ) ausgedrückt werden.
j j
der
Wir nehmen wie früher eine periodisch sinusförmig mit/Frequenz n
modulierte Eigenfrequenz an:
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(4.1.1)
wobei w die statische Eigenfrequenz bei der Resonatorspan-
A co
nung Vo und !Aw! der Eigenfrequenzhub ist.
Die Ausgangsdifferentialgleichung lautet damit:
. . .. t @-'f'lt
a r V+( ... - 1.)'" (1' a r [Jfi' J~G ])V V
-2w • 00 v+ +1.y- -z _Awe + Aw e = g (4.1.2)
wobei w die Generatorfrequenz, '! die elektrische Abklingzeit
und y der Parameter für den statischen Arbeitspunkt ist.
Die Struktur der Differentialgleichung (4.1.2) kann man dar-
stellen durch
DV - Ax(t) V =Vg
wobei D ein komplexer Differentialoperator mit konstanten Ko-
effizienten, x(t) die oben angegebene Zeitfunktion und A ein
Entwicklungsparameter sind.
Der Iterationsansatz für die Lösung sei eine Potenzreihe für
A:
(4.1.4)
Einsetzen des Ansatzes in (4.1.3) und Vergleich nach Potenzen
von A führt auf die beiden Gleichungen:
= V Iterationsstart n = 0g (4.1.5.a)
n > 1 (4.1.5.b)
Uns interessiert aber eigentlich gar nicht die komplexe Ampli-
tude, sondern nur deren Betragsquadrat, weil dieses ein Maß für
die auf die Wände des Resonators wirkende Kraft ist.
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ee* co
VV = r
n=O
*"r An+m V V
m=o n m
(4.1.6)
Eine Umordnung in eine Potenzreihe für A ergibt schließlich:
~ ee ~ *VV = r An V V (4.1.7)
n=o m=o n-m m
wobei n die Ordnung der Iteration angibt.
Wir können nun den Entwicklungsparameter in die Störfunktion
einbeziehen und ihn formal gleich 1 setzen 50).
Wenn wir uns an den Abschnitt 3.1 zurückerinnern, so ist doch
die Laplace-Transformierte des inversen Differentialoperators
gerade gleich der in Gleichung (3.1.4) definierten Übertragungs-
funktion für die komplexe Amplitude:
Als weitere Abkürzung wollen wir die komplexe Impedanz für das
n-te Seitenband des modulierten Trägersignals einführen:
,
G (jnQ) :: Z
o n
(4.1.9)
In dieser Darstellung enthglt die komplexe Impedanz zwei ver-
schiedene komplexe Symbole i und j. Da Tr~ger- und Signalpha-
se nichts miteinander zu tun haben, sind die entsprechenden
komplexen Operatoren vertauschbar; insbesondere gilt auch ij~-1.
Bei der Anwendung der komplexen Signaloperatoren ist i als
reell zu betrachten und umgekehrt bei der An~endung der komple-
xen Trägeroperatoren ist j als reell anzusehen.
Für Zn erhält man:
1 (4.1.10)
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Bei der Anwendung der Iterationsvorschrift (4.1.5) erhalten
wir aus (4.1.2) sukzessive die folgenden ersten drei Summen-
glieder:
v =V /(1+iy)
o g
(4.1.11)
V1=V
o
(~T) 82R: [~wejQtz1]
J
.. .. . i T .? _ _ I'" • 2 ; U2t W> ..,v2=vo~2)-·;U-{7Lßw-Z1Z2eJ ---+~w~w ZoZ1J
J
i T 3 [ j Qt 2 j 2Qt . @V3=Vo (r ) 82R~ ~w e (~w Z1Z2Z3e +~w~w Z1(Z1Z2 +
J
2Z0R:Z 1 » J
J
Wir müssen bereits an dieser Stelle abbrechen, weil die höheren
Teillösungen unübersichtlich lang werden. Die Breite des Lösungs-
spektrums ist gerade w±nQ, wenn n die Iterationsordnung angibt;
bei (un)gerader Ordnung tauchen nur (un)geradzahli~e Vielfache
der Grundfrequenz in der Zusatzspannung auf. Die Reihe konver-
giert sicherlich gut für IT~w'«1, d.h. dann, wenn der Modula-
tionshub klein gegen die Resonatorbandbreite ist. Die Reihe kon-
vergiert aber auch dann noch, wenn diese Bedingung verletzt ist.
Wie früher bereits ausgeführt wurde, genügt die Bedingung
l~wlwco[«1, d.h. Modulationshub klein gegen die Resonatoreigen-
frequenz (vgl. dazu die Ausführungen bei Wagner 25». Wie man
in (4.1.11) sieht, muß dann aber eine große Anzahl von Gliedern
berechnet werden.
Zur Berechnung der Kraftmo.dulation muß (4.1.11) in (4.1.7) ein-
gesetzt werden, wobei man sich die Vertauschbarkeit der komple-
xen Operationen zunutze machen kann •.Diese Kraft wirkt auf eine
Ke t t e., von parallelgeschalteten hochs elektiven mechanischen Schwing-
kreisen mit den Eigenfrequenzen n~ und den Bandbreiten 1/T~.
Wenn wir voraussetzen, daß nicht gerade eine Oberwelle nQ der
Modulationsfrequenz u, die den Mode v anregt, innerhalb der
Bandbreite eines der höheren mechanischen Moden ~ liegt, also:
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I Q - nQ I >> 1/1'
I ~ ~ für alle n
und ~ -F.V (4.1.12>
gilt, brauchen wir in dem Ausdruck für die Kraftmodulation nur
den konstanten Term und den mit der Grundwellenfrequenz Q be-
rücksichtigen. Wir erhalten dann für die jeweiligen Iterations-
ordnungen entsprechend (4.1.11>:
tuu~,
=
;;2 j t ' L L •• 2 ,
=
;;2
... v v ' 0 V \.LTY I Vg 0
(VV*>l -21"V 2 'Qt= Rel\we] Im Zl0 j i
(VV*>2 2:1'2 "2 @ ® *= V l\wl\w Re (Zl Zl-4R~ZoZl) (4.1.13)2 0 j a,
(VV*) 3
Die gesamte Lösung ist die Summe aller dieser Iterationsbeiträ-
ge
*VV = L
n=O
(vv*)
n
Wenn man sich daran erinnert, daß die Eingan~sgröße für diesen
Iterationsprozeß in der Differentialgleichung (4.1.2)1"eRel\we j Qt
war, erkennt man, daß sich die ungeraden Iterationsschriitte
als ampli t udenebhängLge komplexe Verstärkungsfaktorem inter-
pretieren lassen, die einen Zusammenhang zwischen der komplexen
Eingangsamplitude ßw und der komplexen Kraftamplitude herstel-
len. Man erhält damit einen Verstärkungsfaktor des elektrischen
Teilsystems Fe(jQ), der fUr I1"ßwl«l mit dem in (3.1.10) ange-
gebenen Ge(jQ) identisch ist~
(4.1.14)
Ge(jQ) = I~Zl ist der lineare Obertragungsfaktor in Obereinstim-
~mung mit ( 3.1.10).
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Abgesehen davon, daß wir bisher nur den ersten nichtlinearen
Term ausgerechnet haben, besteht die Schwierigkeit bei der
Interpretation des nichtlinearen Systemverhaltens mittels die-
ses amplitudenabhängigen Verstärkungs faktors darin, daß die
Amplitudenabhängigkeit im allgemeinen nicht von der Frequenz-
abhängigkeit separiert werden kann. Das ist eine typische Er-
scheinung, die 'meistens bei nichtlinearen Gliedern mit Verzö-
gerungsverhalten auftritt.
Einen Vorteil hat diese Darstellung trotzdem, wir können ent-
sprechend den Ausführungen im Abschnitt 3.2 unter Berücksich-
tigung der Näherung (3.1.11) auch hier das Nyquist-Stabilitäts-
kriterium in der algebraischen Form der Gleichung (3.2.3) anwen-
den. Man erhält so einen der Bedingung (3.2.5) völlig analogen
Ausdruck:
"'2TV~
1+y2
k n T Im Fe(jn ) < 1
v v v j v (1+ .1.15 )
Wenn diese Bedingung für die gegebene Parameterkombination und
für beliebige Auslenkungen 16wl des Systems erfüllt ist, bezeich-
net man das nichtlineare System als global stabil.
Ein typischer nichtlinearer Effekt ist die Veränderung der mitt-
lerenResonatorspannung mit wachsendem Ausschlag. In der Lösungs-
darstellung (4.1.13) erkennt man, daß bei allen geraden· Itera-
"
tionsschritten Beiträge zur mittleren Resonatorspannun~V
m
ent-
stehen, die ebenso wie der komplexe Obertragungsfaktor Fe von
der Vibrations frequenz n und der Energie des mechanischen Oszil-
lators « IAwl 2 abhängen. Das bedeutet, daß sich der Arbeitspunkt
infolgeeines "Gleichrichtereffekts" mit wachsender Schwlnp,ampli-
"tude [6wl verschiebt. Die mittlere Resonatorspannung V
m
ist nach
(1+.1.13):
"'2v~ = 1:~2 (1+%! llw't !2Rj'Z1Z~"~4RiZoZ1) + 00.• ) (401. 16 )
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Eine detailliertere Diskussion des nichtlinearen Verstärkungs-
faktors erfordert eine explizite Darstellung für F , die wir
e
nach der Iterationsmethode nur unter sehr großer Mühe erhal-
ten können. Auf eine Möglichkeit, diese Darstellung zu gewinnen,
hatten wir bereits im Abschnitt 3.4 hingewiesen. Die Näherungs-
differentialgleichung (3.4.3) nämlich läßt sich exakt integrie-
ren.
4.2 Fourierentwicklung des Integrals der Näherungsdifferential-
gleichung
Die Ausführungen des letzten Abschnitts erlauben nun genau an-
zugeben, unter welchen Voraussetzungen die exakte komplexe Dif-
ferentialgleichung (2.2.13) bzw. (4.1.2) durch die komplexe Nä-
herungsdifferentialgleichung (3.4.3) ersetzt werden kann. Die
Vernachlässigung der zweiten Ableitung und eines Teils der er-
sten ist gleichbedeutend damit, daß im n-ten Iterationsschritt
die komplexe Impedanz Zn (4.1.10) in folgender Weise genähert
werden kann:
1 -v __1 _
l+iy+jnnT+in~(jnnT-j) l+iy+jnnT (4.2.1)
Dazu ist die früher angegebene Bedingung (3.4.4 ) Voraussetzung.
Formal bekommt die komplexe Differentialgleichung erster Ordnung
die Gestalt:
•T(V + at t ) V) = Vg (4.2.2)
wobei a(t) eine zeitvariante komplexe Dämpfungsgröße ist, deren
Imaginärteil gleich der Differenz zwischen Generator-und Eigen-
frequenz ist.
Die Differentialgleichung (4.2.2) läßt sich exakt integrieren;
die Lösung ist:
tt
+I a(t")dt"
t oV(t)= e
a Ct ' )dt t
- 6i -
v (t t )eg dt' ) (4.2.3)
veto) ist die komplexe Amplitude bei der Integrationsstartzeit
t o' Veto) repräsentiert zwei reelle Anfangswerte Iveto)1 und
arg V(t ).
o
Für die komplexe Dämpfungsgröße a(t) wird wieder wie in (4.1.1)
ein Cosinus-Ansatz gewählt:
a(t) = ; (1+iy) - ~ (4.2.4)
Hier wird nicht mehr die Unterscheidung in Signal- u. Träger-
phase benötigt; daher fallen auch die Unterscheidungen in den
komplexen Operationen weg.
Wir interessieren uns für den eingeschwungenen Zustand, d.h.
für die periodische Lösung von V. Dazu brauchen wir nur die
Integrationsstartzeit in (4.2.3) in die unendlich entfernte
Vergangenheit (to+-~) zu verlegen. Der Einfluß des Startwer-
tes entfällt dann und man kann im Exponenten das unbestimmte
Integral verwenden. Bei konstanter Generatorspannung Vg er-
halten wir die Lösung, die wegen (4.2.4) periodisch mit der
Frequenz S1 ist:
V
. 211' ~V(t)=V(t+t='\)=
H '['
mit
-Ia(t)dt t
e I dt I (lL2.5)
1
2S1 (4.2.6)
Der Imaginärteil von (4.2.6) ist bis auf eine Konstante iden-
tisch mit der Absolutphase des hochfrequenten Feldes. Es ist
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zweckmäßig folgende Abkürzung einzuführen:
ia
ne (4.2.7)
n wird gewöhnlich als Modulationsindex einer frequenzmodulier-
ten Schwingung bezeichnet,a ist der Signalphasenwinkel.
Das Integral (4.2.5) läßt sich ausrechnen, wenn man folgende
komplexe Fourierdarstellung verwendet:
insin(Qt+a)
e =
in(Qt+a)
e (4.2.8)
J (n) ist die Besselfunktion 1. Art und n-ter Ordnung mit dem
n
Argument n.
Man erhält damit für die komplexe Resonatorspannung:
mit
v=vg
+co
~
n=-co
J ( )X e~in(Qt+CL)
n n n (4.2.9)
1
1+i(y-nQ'r)
(4.2.10)
Die Kraftamplitude läßt sich ebenfalls wieder als Fourierreihe
darstellen. Es ergibt sich:
*"VV (4.2.11)
mit dem komplexen Entwicklungskoeffizienten
A
n =
(4.2.12)
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Im Sinne der Ausführungen des vorangegangenen Abschnitts fil-
tert die stark selektive mechanische übertragungs funktion aus
diesem Spektrum den konstanten Term und die Grundwelle aus.
Der Koeffizient Al läßt sich noch etwas anders darstellen:
co
Al: r
m=o
*" *"J (n)J+ 1(n)rX X +l-X X ( 1)]m m ... m m -m - m+ (4.2.13)
Hier sind alle Glieder mit den gleichen Besselfunktionen zusam-
menge faßt worden. Der komplexe Verstärkungsfaktor entsprechend
der Potenzreihendarstellung in (4.1.14) ist damit gegeben durch:
(1+.2.14)
Zur Unterscheidung vom korrekten Verstärkungsfaktor Fe' dessen
erste Glieder im letzten Abschnitt berechnet wurden, soll hier
die Näherung mit He bezeichnet werden~
Einsetzen von (4.2.10, 13) in (4.2.14) ergibt schließlich eine
neue Reihendarsteilung für den komplexen Verstärkungsfaktor:
coHe'iQ,~)= r ~n2m'n)Jm+1'n)
m=o
(4.2.15)
Wir wollen den Gang der Rechnung an dieser Stelle kurz unterbre-
chen und die sich hier fast zwangsläufig ergebende Rechenmethode
mit in der Literatur bekannten vergleichen.
Die Methode, für den Eingang des nichtlinearen Teilsystems einen
harmonischen Ansatz zu w~hlen und aus dem Ausgangsspektrum nur
die Grundwelle weiterzuverwenden, geht auf Krylow"Bogoljubow 26)
zurück und wird als Harmonische Linearisierung bzw. Harmonische
- 64 -
Balance 27) bezeichnet. Der komplexe Verstärkun~sfaktor, bei
uns He genannt, wird gewöhnlich als Beschreibungsfunktion be-
zeichnet. Die einzig wesentliche Voraussetzung für die Anwend-
barkeit der Harmonischen Linearisierung ist, daß die vernach-
lässigten Oberwellen im linearen Teilsystem auch wirklich
stärker als die Grundwelle gedämpft werden.
Für Produkt- und potenzförmige Nichtlinearitäten, wie sie hier
auftreten, gibt es zwei prinzipiell verschiedene Verfahren.
Nach dem Verfahren von Magnus 21) werden für die nichtlinearen
Differentialgleichungen lineare Ersatzkoeffizienten berechnet.
Diese Koeffizienten sind aber im Gegensatz zu denjenigen, die
man nach der" Methode der kleinen Schwingungen", der im Kapitel
3 verwendeten echten Linearisierung also, erhält, amplituden-
abhängig. Für die Stabilitätsanalyse können nun die im Kapitel
3 angewendeten linearen Stabilitätskriterien herangezogen wer-
den.
'10'\
Die Methode von LaubeI' LOI dagegen gestattet die Berechnung
der Beschreibungsfunktion im Frequenzbereich aus einem Satz
von linearen Gleichungen mit komplexen Koeffizienten. Eine
explizite Darstellung der Beschreibungsfunktion erhält man
jedoch nur in den allereinfachsten Fällen.
Wir hatten uns bereits für die Frequenzbereichsanalyse ent-
schieden, weil uns mit dem Nyquist-Kriterium aufgrund des
Bandpaßcharakters des linearen Teilsystems ein außerordent-
lich einfaches Stabilitätskriterium zur Verfügung steht.
Die Lauber'sche Methode hätte in unserem Falle zu den gleichen
Schwierigkeiten wie die im Abschnitt 4.1 dargelegte Potenzrei-
henentwicklung geführt. Der Grund, warum sich in unserem Fall
eine recht übersichtliche ReihendarsteIlung für die Beschrei-
bungsfunktion He ergab, ist lediglich darin zu suchen, daß die
nichtlineare Ausgangsdifferentialgleichung integrierbar war.
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Ein weiterer Vorzug der Besselfunktionen-Reihendarstellung
der Beschreibungsfunktion (4.2.15) liegt darin, daß für einen
bestimmten Frequenzbereich, nämlich n»l/T, die Reihe genügend
gut durch den Term m=O beschrieben wird. In aiesem Fall werden
die Amplituden- und die Frequenzabhängigkeit separiert.
An einer Potenzreihenentwicklung des amplitudenabhängigen Teil-
faktors N (n) = 1J (n)J +1(n) sehen wir, daß N von n 2 abhängt,
m n m m rn
d.h. von Potenzen der mechanischen Schwingungsenergie.
(4.2.16)
r ist die Gamma-Funktion 29).
Die Bedingung für die Stabilität des mechanischen Modes v nach
dem Nyquist-Kriterium lautet entsprechend (4.1.15):
"'2TY
., kn TIm H (in ,n) < 1
l+y v v v e v
(4.2.17)
Der Imagin!rteil.der Beschreibungsfunktion He für die Frequenz
o=n
v
ist proportional der elektrischen Zusatzbedämpfung der me-
chanischen Schwingung mit der Frequenz 0v'
Für (jen Imaginärteil der Beschreibungsfunktion ergibt sich:
(4.2.18)
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Für Zustände des Systems, bei der die linke Seite von (4.2.17)
gleich 1 wird, befindet man sich im Sinne der vorhergegangenen
Ausführungen im Zustand der Harmonischen Balance; in der Pha-
senebene ergeben sich geschlossene Grenzzyklen.
Hier muß noch eine Bedingung erfüllt sein, auf die bisher nicht
eingegangen wurde. Wenn wir uns an die Phasenebene nach Bild
2.3 zurückerinnern, so wird die Harmonische Linearisierung si-
cherlich nur vernünftige Ergebnisse liefern, wenn sich der
Grenzzyklus nicht zu weit von dem jeweiligen Wirbelpunkt ent-
fernt.
Die Berechnung des nichtlinearen Schwingungszustandes wird
weiterhin dadurch kompliziert, daß die nichtlineare lI e l e kt r i s che "
übertragungs funktion neben einer Verstärkung der Grundwelle auch
noch einen konstanten Term erze~gt, der von der Grundwellenampli-
tude n abhängt und der den Arbeitspunkt auf der Resonatorflanke
verschiebt.
Entsprechend
• A
ben durch V
m
erhält man:
(4~2.11) ist die mittlere Resonatorspannung Vm gege-
= V .~. Nach Einsetzen von (4.2.10) in (4.2.12)g 0
(4.2.19)
Dabei ist Q die Momentanfrequenz der Schwingung mit dem Modula- '
tionsindex n. Wie wir aus der Ortskurve 3.1 entnehmen, ist diese
Frequenz praktisch identisch mit 0v' wenn die mechanische Kreis-
güte, Qv sehr groß gegen 1 ist.
Bei fest vorgegebener Generatorfrequenz w läßt sich der vollstän-
dige Anschwingvorgang also nur richtig wiedergeben, wenn man
iterativ entsprechend dem jeweiligen Modulationshub !~w, den Ar-
beitspunkt y neu bestimmt.
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Wenn man sich für die korrekte Dynamik des Anschwingvorgangs
interessiert, wird man am zweckmäßigsten wieder direkt von der
Differentialgleichung (4.2.3) ausgehen.
Für unsere Betrachtungen genügt es, die Grenzzyklen zu kennen.
Bei gegebener Generatorfrequenz w wird dieser Grenzzyklus cha-
rakterisient durch eine mittlere Resonanzfrequenz w und einen
cm
Resonanzfrequenzhub 16wl. Wegen der Eindeutigkeit der Beziehun-
gen können wir aber auch so vorgehen: Wir geben den Arbeitspunkt
y = T(W"ll)~m) vor, berechnen aus der Bedingung für den Grenzzy-
klus:
(4.2.20)
den Modulationsindex n und erhalten die zugehörige Generator-
frequenz entsprechend (2.3.9) aus:
(4.2.21)
wobei w die natürliche Eigenfrequenz des Resonators bei V = 0
ist und
o
V2 der Gleichung (4.2.19) zu entnehmen ist. 0
m
4.3 Diskussion der nichtlinearen Stabilitätsbedingungen
Wie wir das auch schon bei den linearen Stabilitätsbedingungen
im Kapitel 3 gesehen hatten, ist auch hier eine ausgeprägte Ab-
hängigkeit der Bedingungen (4.2.17, 18) von dem Parameter QvT
festzustellen. Zunächst wollen wir uns mit dem Bereich QvT»l
beschäftigen, weil sich dann- wie bereits erwähnt - die Be-
schreibungsfunktion ganz erheblich vereinfachen läßt. Aus (4.2.18)
erhält man:
(4.3.1)
- 68 -
unter der genaueren Bedingung
Q 1" » ~
v
Der Phasenhub n war die Eingangsvariable des nichtlinearen
Gliedes; man kann daher die Funktion 2J
o(n)J1(n) als Schwing-
kennlinie bezeichnen. Die Anfangssteigung der Schwingkennlinie
ist gerade 1.
Den dynamischen Anteil in (~.3.1) können wir mit dem elektro-
mechanischen Kopplungsfaktor und den dynamischen Faktoren der
mechanischen übertragungs funktion nach (4.2.17) inder Stei-
gung m der "Arbeitsgeraden" zusammenfassen:
(4.3.2)
In Bild 4.1 sind die Schwingkennlinie und verschiedene Arbeits-
geraden dargestellt.
m =0.037
---
Bild 4.1: Schwingkennlinie für Qv1"»~
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Wir sehen, daß für m>l der Ursprung 0 für beliebig große Aus-
lenkungen n stabil ist. Diese Aussage entspricht genau dem
linearen Stabilitätskriterium unter der Voraussetzung m>O. Wird
diese Grenze etwas unterschritten, wie mit der Geraden I charak-
terisiert, so schwingt der nichtlineare mechanische Oszillator
infolge der elektrischen Entdämpfung an und läuft aufgrund des
nichtlinearen Charakters dieser elektrischen Entdämpfung im
Punkt Ain einen stabilen Grenzzyklus. Für Steigungen der Ar-
beitsgeraden O.037>m>O gibt es weitere stabile Grenzzyklen mit
größeren Phasenhüben, die jeweilS durch instabile __
Grenzzyklen voneinander getrennt sind. Um zu diesen höheren
stabilen Schwingungsformen des nichtlinearen mechanischen Os-
zillators zu gelangen, muß das System solch starken Anfangs-
auslenkungen unterworfen werden, daß die jeweiligen instabilen
Grenzzyklen, die wie eine Scheide zwischen den stabilen wirken,
überwunden werden.
Im Abschnitt 3.6 hatten wir uns überlegt, daß bei kleinen Aus-
lenkungen "«1 (linearer Fall) für m<O das mechanische System
nicht nur nicht e.ntdämpft, sondern sogar zusätzlich bedämpft
werden konnte. In Bild 4.1 sieht man sehr anschaulich die Ein-
schränkung, die für große Auslenkungen gemacht werden muß. Im
Bereich -O.Q62<m<O kann das mechanische System entdämpft werden,
wenn eine genügend große Anfangsauslenkung auftritt, die den in-
stabilen Grenzzyklus B (Gerade II) überwindet. Das System
schwingt dann mit einem dem stabilen Punkt Centsprechenden
Phasenhub.
Unter der Voraussetzung, daß die gewählte Ruhelage einern Ar-
beitspunkt außerhalb des Hysteresebereichs nach Bild 2.1,2,3
entspricht, wird man,ohne daß hiergenauer auf die mathemati-
schen Imp1ikationen eingegangen werden soll, erwarten dürfen,
daß die Ruhelage global asymptotisch stabil ist, wenn es keine
...... ,
Dauerschwingungen gibt LI'. In der Darstellung nach Bild 4.1
treten keine Dauerschwingungen auf, wenn es keine Schnittpunkte
der Arbeitsgeraden mit der Schwingkennlinie gibt. Die Bedingung
dafür lautet:
-16,2 <
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< 1 (4.3.3)
~as bedeutet, die oszillatorische Stabilitätsschwellspannunr
V auf der unteren Flanke der elektrischen Resonanzkurve istg
nur um einen Faktor ~~4,0 größer als die Stabilitätsschwell-
spannung Vg+ auf der oberen Flanke bei dem gleichen Betra~ der
....... '!"I .; 't"i+ \1 .: _ ........ _ I •• I
.."". • "" -"" uunUoue, I Y I •
Die Ordinate des stabilen Grenzzyklus A in Bild 4.1 ist ein Maß
für die Amplitudenmodulation des elektromagnetischen Feldes.
Aus (4.2.11) erhalten wir für den Amplitudenmodulationsindex
enen) der n-ten Harmonischen:
J A (n)1
e , 1+2 n I
A (n)
, 0
- 1 (4.3.4)
Für die erste Harmonische (n=1)sowie Qvl »/1+y2 erh!lt man
unter Verw~ndung von (4.2.14, 15):
-v ) 1+ (4.3.5)
Man erkennt an (4.3.5), daß trotz beträchtlicher Phasenhübe n
für Qvl»l die Amplitudenmodulationstiefe sehr klein sein kann.
Für Anwendungsfälle, bei denen die Phase des elektromagneti-
schen Feldes nicht interessiert, ist es daher möglich, den Re-
sonator in einem mechanischen Grenzzyklus zu betreiben, wenn
man eine geringfügige Amplitudenmodulation zuläßt.
Für einen Arbeitspunkt y=l, das entspricht -450 Hf-Phasenver-
schiebung, und einem absoluten Phasenhub n= 0,785 hat die Feld-
amplitude nur 1 % Amplitudenmodulation, wenn die Resonatorbrei-
te etwa 1/80 der betrachteten mechanischen Vibrations frequenz
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ist. Die mittlere Resonatorspannung, die in dem betrachteten
Grenzfall proportional zu IJo(Tl)! ist, wie man der Gleichung
(4.2.19) entnehmen kann, ist bei dem gew~hlten Absolutphasen-
hub von Tl= 0,785 etwa 1S , kleiner als im linearen Fall (1"'1«1).
Wir wollen nun den zweiten Grenzfall untersuchen, bei dem die
mechanisc~e Vibrations frequenz O~ sehr klein gegen die Resona-
torbandbreite ist <Q T«1). Das ist ein für normalleitende Be-
~
schleunigungsresonatoren typischer Fall. Wenn wir uns auch hier
wieder sofort der für die Stabilitätsbetrachtungen wichtigen
Gleichung (~.2.18) zuwenden, erkennen wir, daß für genügend
großes 1"'1 sehr viele Summanden berücksichtigt werden müssen,
wobei allerdings die frequenzabhängigen Faktoren vereinfacht
werden können.
Für mO\lT«1, wobei m für den m-ten Summanden in (4.2.18) steht,
der gerade keinen wesentlichen Beitrag zu der Summe mehr liefert,
erhalten wir:
Im H (irr, Tl)
e \I
00
L (2m+1) Nm(Tl)
m=O
(~.3.6)
Die Reihe von Produkten aus Besselfunktionen läßt sich expli-
ziert summieren; das Ergebnis ist gerade gleich 1.
l
m=O
2J
m(Tl)Jm+ 1 ( n )
Tl
(2m+1) - 1 (4.3.7)
Auf den Beweis soll verzichtet werden, hierzu sei auf Watson 30)
verwiesen.
Wenn man dieses Ergebnis in die Stabilitätsbedingung (4.2.17)
einsetzt, erkennt man, daß es sich hierbei geradeüm die line-
are Stabilitätsbedingung (3.2.10) für Q T«1 handelt:
\I
- 72 -
(4.3.8)
die schon von Karliner 2) angegeben wurde. Entsprechend erhält
'"
man für die mittlere Resonatorspannung V nach Gleichung (4.2.19):
m
'" '" I 11+y2 '"V :: V
-
Vom g
wobei die Identität:
J2
ee
(1"1) + 2 l J2 (1"1) - 10
m=1 In
(4.3.9)
(4.3.10)
verwendet wurde. Die beiden Ergebnisse (4.3.8, 9) sind eigent-
lich nicht überraschend, wenn man bedenkt, daß für festgehalte-
nes 1"1 die angewendete Näherung [6w1T «1 impliziert, was sei-
nerseits aber bedeutet, daß der Frequenzmodulationshub klein
gegen die Bandbreite des Resonators ist (~ lineare Näherung).
Wenn wir die Näherung n
vT«1 nicht so streng wie bisher anwen-
den und in Gleichung (4.2.18) wenigstens die Terme mit (n
vT)2
im Nenner und Zähler mitnehmen, ergibt sich für die Schwing-
kennlinie:
(4.3.11)
Das sind die ersten beiden Glieder einer Potenzreihendarstel-
lung für n
vT«1. Wir sehen hier bereits zwei charakteristische
Unterschiede gegenüber der Potenzreihendarstellung (4.2.16) für
n
vT»1. Erstens hängt der nichtlineare Charakter der Kennlinie
nicht mehr vom Phasenhub n=!6wl/n
v,sondern vom Frequenzhub be-
zogen auf die Bandbreite !6w1T ab und zweitens sind die Entwick-
lungskoeffizienten keine Konstanten. wie in (4.2.16). sondern
Funktionen des Arbeitspunktes y.
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Resonatorspannung bekommt man eine ähnliche
(4.3.12)+ ••• )1 nQv't' 2 2(1- -(-.---. ) (1-3y )
2 1+y2
Für die mittlere
Darstellung:
"2
"2 V
V =..--L
m 1+y2
Aus der Potenzreihendarstellung (4.3.11) können wir einen neuen
Typus der nichtlinearen Systemeigenschaften ablesen. Für'l y> 13/ 5,
d . h • . • 0as entspr1C_~ e1ner Hochfrequenzphasenversch1ebung von B< -53 ,
wird das kubische Glied positiv. Das bedeutet: selbst wenn für
kleine Ausschläge Il1wl't' die Schwinggrenze noch nicht erreicht
war, kann unter der angegebenen Bedingung für größere Ausschlä-
gedie Schwinggrenze überschritten werden. Während früher bei
Qv't'»l (jedenfalls im Bereich O~n~2.4 im Bild 4.1) die elektri-
sche Entdämpfung des mechanischen Oszillators für y>O mit zuneh-
mendem Ausschlag abnahm, kann für S'2
v
't' « l die elektrische Ent-
dämpfung mit zunehmendem Ausschlag in einem gewissen Anfangs-
bereich zunehmen. Qualitativ ist diese Situation im Bild 4.2
dargestellt.
k
"Elektrische Entdämpfung"
ImH e
I
: ..Schwingkennlinie" 111m He
Ij__ /" Entdämpfungsgradient" :: (Im He)
»> I ....',' 11
...... I
...
Bild 4.2: Schwingkennlinie für Q
v't'«l
Neben der Schwingkennlinie und der Arbeitsgeraden ist als ober-
ste Kurve die elektrische Entdämpfung als Funktion der normier-
ten Schwingamplitude eingezeichnet. Der schraffierte Bereich
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ist ein Maß für die amplitudenabhängige elektrische Zusatz-
dämpfung. Die Steigung k der Arbeitsgeraden wurde gerade so
gewählt, daß für sehr kleine Auslenkungen der geschlossene
Kreis gedämpft ist; d.h. die Ruhelage 0 ist stabil. Der Ein-
zugsbereich der stabilen Ruhelage ist ailerdings nicht unend-
lich groß, sondern reicht nur bis ~qA' zu der Amplitude also,
die zudem ersten Grenzzyklus gehört (Schnittpunkte A bzw. A').
Wie wir bereits früher gesehen hatten, wechseln auch hier sta-
bile und instabile Grenzzyklen einander ab. Daß der Punkt A
bzw. At zu einem instabilen Grenzzyklus gehört, ist sehr leicht
einzusehen: Für 6q<~qA nimmt die Dämpfung mit abnehmender Ampli-
tude zu, d , h , die Scht17ingamplitude tendiert gegen die stabi le
Amplitude 0; für Aq>AqA nimmt die Dämpfung mit zunehmender Am-
plitude ab, was wiederum zu einem weiteren Amplitudenzuwachs
führt; d.h. die Schwingamplitude tendiert gegen die stabile
Amplitude AqB.
Mit dieser anschaulichen Vorstellung läßt sich ein einfaches
Kriterium für die Stabilität der Grenzzyklen formulieren: Der
betrachtete Grenzzyklus mit der Amplitude n. bzw. Aq. ist). ).
stabil, wenn die Steigung der Schwingkennlinie bei dieser
Amplitude kleiner als die der Arbeitsgeraden ist, vorausge-
setzt, die Kennliniensteigung ist positiv (das bedeutet in
unserer Konvention:negative Rückkopplung im geschlossenen
Kreis). In Formeln ausgedrückt, heißt das nach "Bild 4.2:
(4.3.13)
Mit der Schnittpunktsbedingung:
aus der man die Schwingamplitude n. berechnen kann, erhält
a
man die Be~ingung:
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I < 0
'11=11.a
(~.3.15)
für die Stabilität des Grenzzyklus mit der Amplitude 11 •• Der
- ~
Faktor y wurde nachträglich dazugesetzt; er berücksichtigt die
Tatsache, daß sich Dämpfung und Entd~mpfung auf der unteren
Flanke des Resonators wegen positiver Rückkopplung gerade umkeh-
ren.
Die Bedingung (4.3.15) läßt sich anschaulich zusammenfassen:
Der Grenzzyklus ist stabil bei negativem Entdämpfungsgradien-
ten bzw. positiven Dämpfungsgradienten für die betrachtete
Amplitude und instabil im umgekehrten Falle (+ gestrichelte
Kurve im Bild 4.2).
In Bild 4.2 war bereits mehr Information eingeflossen, als wir
aus dem Stand der Potenzreihenentwicklung in Gleichung (4.3.11)
wissen konnten. Um den Verlauf der Schwingkennlinie auch für
größere Auslenkungen des Systems zu berechnen, müssen abhängig
von der Größe von 6~1+y2) die höheren Koeffizienten der Po-
tenzreihenentwicklung ermittelt werden. Der bisher beschritte-
ne Weg erweist sich als äußerst mühselig.
W; r . d' K l' 2 )• er~nnern uns an ~e von ar 1ner verwendete Störungsent-
wicklung der Näherungsdifferentialgleichung nach dem kleinen Pa-
rameter nvT. Da wir uns bei den bisherigen Betrachtungen auf
T/T V « 1 beschränkt hatten, läßt sich aus den Ausdrücken von
Karliner mit dem Shapiro'schen Energieübertrag direkt die Schwing-
kennlinie .ausrechnen. Das EnergieUbertrags-Integral läßt sich
zwar durch analytische Funktionen ausdrücken. Dieser Ausdruck
ist aber so umfangreich, daß hier nur eine Potenzreihendarstel-
lung angegeben werden soll, die man aus einer Taylorentwicklun~
des Integranden gewinnen kann.
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(4.3.16)
wobei P2n(y) ein Polynom vom Grade 2n ist:
(4.3.17)
Der entsprechende Ausdruck für die mittlere Resonatorspannung
"V lautet:
m
"2
"2 V 00V = -lL lm 1+y2 n=O (4.3.18)
mit dem Polynom:
(4.3.19)
Die ersten 4 Polynome für die Schwingkennlinie lauten:
p = +10
P2
3 (3-5 y2)=
"4
P4
5 2 4
= + (3-14y +7y )4
P6
35 (5-45y2+63y4_15y6)= - 32
(4.3.20)
Auch die vollständige Potenzreihendarstellung hat den Nachteil,
daß man für nQ L /(1+y2»1 noch sehr viele Glieder berechnen
\)
muß.
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Da wir deswegen sowieso auf einen Rechner angewiesen sind, kann
man auch gleich von der Besselfunktionendarstellung (4.2.18)
ausgehen, wenn ein genügend genaues Programm zur Berechnung der
Besselfunktionen zur Verfügung steht.
Bild 4.3 zeigt einige mit einer IBM 360/65 berechnete Schwing-
kennlinien für nuT = 0.3.
1k"ll ImHe
(willkürliche Einheilen)
0·100
0·075
0-050
-«
Qv't = 0.3
Bild 4.3: Nichtlineare Schwingkennlinien für nvT = 0.3
und verschiedene Arbeitspunkte y.
In dieser Darstellung wurde die Kennlinie normiert mit der Stei-
gung k der Arbeitsgeraden, die nach GI. (4.2.17) ebenfalls eine
Funktion des Arbeitspunktes ist:
(4.3.21)
Die 6 Arbeitspunkte wurden so gew~hlt, daß man direkt e~n~ge
charakteristische Eigenschaften ablesen kann. Zunächst fällt
auf, daß im Gegensatz zu n
u
T» 1 im Bild 4.1 keine der Kennli-
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nien die Nullinie unterschreitet. Das bedeutet, für alle Ar-
beitspunkte auf der unteren Flanke des Resonators ist das
System hier auch für große Auslenkungen stabil. Die größte
Anfangssteigung ist für eine normierte Verstimmung von y=1f75
zu beobachten. Dieses Ergebnis, das direkt aus dem linearen
Systemverhalten gefolgert werden kann, wurde bereits von Kar-
liner 2) angegeben. Man erhält dieses Ergebnis aus:
a n1mHe
3y ( k· )äq«l =
,
= 0 (4.3.22)
(vgl. Formel (3.2.10) bzw. Bild 3.5 für 0~-24o).
Die Kennlinie für y = 137! ist in einem relativ großen Bereich
nicht von einer Geraden unterscheidbar, weil in (4.3.11) der
kubische Term der Kennlinie verschwindet. Für y>1!7! bekommen
die Schwingkennlinien das vorher schon besprochene progressive
Anfangsverhalten, das mit steigendem y noch zuni~T.t, weil der
kubische Term gegenüber dem linearen größer wird. Interessanter-
weise fallen dabei die Maxima der Kennlinien, die ein Maß für
die maximale Amplitudenmodulation sind, nur relativ langsam
mit y.
Wir haben jetzt die beiden Grenzfälle n T»1 und n T«1 behan-
v v
delt, die sich offenbar erheblich unterscheiden. Im übergangs-
bereich n T~1, d.h. die mechanische Schwingungs frequenz ist et-
v -
wa in der Größe der Resonatorbandbreite" können die Kennlinien
beide typischen nichtlinearen Effekte zeigen. Die Schwingkenn-
linien können sowohl in den negativen Bereich kommen wie bei
n T»1 als auch im Anfangsbereich ein progressives Verhalten
v
wie für n T«1 zeigen.
v
Im Bild 4.4 wurden einige Kennlinien Iür n
v
T=i2 gerechnet und
gezeichnet. Die Kennlinie für y=1 hat dabei gegenüber allen
anderen mit anderen Parameterwerten n T bzw. y die maximale
v
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Anfangssteigung, wie aus der linearen Theorie nach Abschnitt
3.6 hervorgeht (vgl. 3.6.5).
11 ImH e
0-200
0·150
0·100
0·050
-0-050
Bild 4.4: Nichtlineare Schwingkennlinien im
Obergangsbereich für 0vT = 12 und
verschiedene Arbeitspunkte y.
Die Ergebnisse der nichtlinearen Stabilitätsbetrachtungen für
die oszillatorische Stabilität lassen sich so zusammenfassen:
I. Für Q T»1 ist das System global asymptotisch stabil imBerei~h y>O, wenn das linearisierte System asymptotisch
stabil ist.
Im Bereich y<O kann der Einzugsbereich der Ruhelage aus
einer graphischen Konstruktion nach Bild 4.1 gewonnen
werden.
11. Für Q T«1 ist das System global asymptotisch stabil im
Berei~h y<l3Tb, wenn das linearisierte System asympto-
tisch staSil ist.
Im Bereich y>137! kann der Einzugsbereich der Ruhelage
aus einer graphischen Konstruktion nach Bild 4.2 bzw.
4.3 gewonnen werden.
111. Für 0vT~1 lassen sich aus dem linearisierten System keine
Rückschlüsse auf das Verhalten im Großen ziehen. Für den
gesamten y-Bereich ist man auf eine graphische Konstruktion
entsprechend Bild 4.4 angewiesen.
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5. Stabilisierung durch Regelungssysteme
Im Abschnitt 3.6 hatten wir gesehen, daß für die Fälle 11 und
111, wenn das System monoton oder monoton und oszillatorisch
instabil ist, zusätzliche stabilisierende Rückführungen vorge-
sehen werden müssen. Dazu muß zunächst geklärt werden, welche
Größen durch Messung zugänglich sind und mittels welcher Größe
das System beeinflußt werden kann.
Die beiden einzigen Meßgrößen des Systems sind:
a) Resonatoramplitude und
b) Resonatorphase,
wobei die letztere gegen eine Absolutphase oder nur relativ zur
Eingangsphase gemessen werden kann. Eine Messung von Position
und Geschwindigkeit der mechanischen Deformation kommt bei geo-
metrisch komplizierten Strukturen praktisch nicht in Betracht.
Mögliche Einfluß- oder Stellgrößen sind:
c) Generatoramplitude
d) Generatorphase
e) Generatorfrequenz
f) EigenfreC},uenz
g) mechanische Kräfte auf die Wände
Rein theoretisch gibt es (~) mögliche Kombinationen von Meß-
und Stellgrößen. Diese Anzahl reduziert sich, wenn wir als si-
cher sinnvolle Auswahlregeln beachten, daß
I. ausreichende Koppl~ng zwischen Stell- und Meßgröße vorhan-
den sein muß und
II~die Ve~zögerung der Regelstrecke zwischen Stell- und Meß-
größe möglichst gering sein soll sowie
III.Meß- bzw. Stellgliedermit ausreichendem Meß- bzw. Stell-
bereich und ausreichender Meß- bzw~ Stellgeschwindigkeit
realisiert werden können.
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Die letztgenannte Forderung ist theoretisch zwar überflüssig,
wenn wir nur die interne Streckeninstabilität beseitigen wol-
len, da durch die zusätzlichen Rückführungen nur die Start-
schwelle für den mechanischen Oszillator erhöht wird. Solange
der Oszillator nicht schwingt, sind alle Meß- und Stellgrößen
auf einem. festen Sollwert; man benötigt daher auch nur einen
Meßbereich 0 und einen Stellbereich O. In der Praxis gibt es
aber im allgemeinen nur gestörte "Sollwerte" bzw. Streckenpa-
rameter, so daß im Falle unakzeptabel großer Störungen bereits
Regelungssysteme eingesetzt werden müssen, um die Auswirkung
de~ Störung auf die sogenannte Regelgröße, die die Stelle des
ungeregelten gestörten "Sollwerts" einnimmt, zu vermindern.
Um uns nicht allzuweit von der praktischen Fragestellung zu ent-
fernen,sollen daher einige im Sinne der letzten Ausführungen
typische Kombinationen von Meß- und Stellgrößen in ihrer Eigen-
schaft als Stabilisierungsmöglichkeit für den Resonator unter
dem Einfluß der elektromagnetischen Kräfte untersucht werden.
An anderer Stelle wurde bereits betont, daß im Prinzip die Aus=
führungen der Kapitel 1-3 auf alle resonanten Systeme anwendbar
sind, bei denen deI'l Strahlungsdruck der gespeicherten Energie
genügend groß ist, um die Geometrie und damit die Eigenfrequenz
des Reson,ators merklich zu beeinflussen. Meß- und Stellmöglich-
keiten sind andererseits aber sehr erheblich strukturspezifisch,
so daß zwangsläufig auch die Stabilisierungsmaßnahmen und -er-
gebnisse strukturbedingt sind. Die folgenden Ausführungen werden
sich in weit st~rkerem Maße als bisher auf die speziellen Er-
fordernisse eines Beschleunigerresonators beziehen. Letztlich
kam. der AnstOß. zu dieser Untersuchung aus der Beobachtung, daß
die elektromechanische Kopplung bei einer supraleitenden Be-
schleunigungsstruktur eine erhebliche Funktionsbeeinträchtigung
bewirken kann. N!heres dazu wird im Kapitel 6 ausgefUhrt.
Aus der Sicht der Teilchenbeschleunigung ist es notwendig, daß
die Resonatorspannung eine möglichst konstante Amplitude und
Relativphase gegenüber den Teilchenpakten hat. Aus der Fülle an
Literatur über Amplituden- und Phasenregelungssysteme seien als
typisch für einen normalleitenden Beschleuniger die Arbeit von
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Jameson 31) sowie für einen' supraleitenden Beschleuniger die
von Suelzle 32) angeführt. Die Forderungen I - III sind dort
selbstverständlich als Mindestvoraussetzung erfüllt. In bezug
auf die Auswahl der Stellgrößen sind eigentlich nur zwei Klas-
sen von Störgrößen zu unterscheiden. Amplituden- und Phasen-
störungen, die vom HF-Generator selbst oder aber bei großen
Stromstärken von den Teilchen induziert werden,lassen sich im-
mer durch Steuerung der Generatoramplitude (c) bzw. der Gene-
ratorphase (d) ausregeln. Der Effekt von Eigenfrequenzstörun-
gen des Resonators auf die Resonatoramplitude und -phase dage-
gen läßt sich mit ökonomisch vertretbarem Aufwand nur dann be-
seitigen, wenn der Frequenzmodulationshub innerhalb der Reso-
natorbandbreite liegt. Bei größeren Hüben muß die Generatorfre-
quenz Ce) nachgezogen werden; das ist aber nur möglich, wenn ein
einziger Resonator betrieben wird. Will man eine Kette von hoch-
frequenzmäßig unabhängigen Resonatoren betreiben, so arbeitet
die Kette bei einer gemeinsamen Oszillatorfrequenz; hier muß
deswegen die Eigenfrequenz (f) selbst beeinflußt werden.
Unter der Eigenfrequenzstellmöglichkeit (f) wird dabei eine
s chnel Lc.s t euer-bar-e Reaktanz verstanden, die genügend stark an
den Resonator angekoppelt ist und deren Stellverzögerungszeit
klein gegen eine Periodendauer des Frequenzmodulationsstörsi-
gnals ist (vgl. Forderung III). Da die genannte Anforderung
vor allem bei großen zu steuernden Blindleistungen technolo-
gisch erhebliche Probleme aufwirft, kann man versuchen, einen
Eigenfrequenzsteuereffekt dadurch zu erzielen, daß man eine
mechanische Kraft auf die Resonatorwände (g) wirken läßt, wo-
bei man natürlich mit der Forderung II Schwierigkeiten bekommt.
Dieses Stellprinzip wirkt genauso wie ein langsames Ei~enfre­
quenzstellglied, das Forderung III verletzt. Auf diese Zusam-
menhänge wird im Abschnitt 5.2 eingegangen werden.
Es läßt sich zeigen, daß bei kleinen relativen Frequenzhüben
Generatorfrequenzsteuerung Ce) und Eigenfrequenzsteuerung (f)
in bezug auf die Amplitude (a) und die Relativphase zwischen
Resonatorspannung und GeneratorspannungCb) bis auf das Vorzei-
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chen völlig gleich wirken. In der Differentialgleichung für
die komplexe Amplitude(3. 4.3) scheint dieser Sachverhalt sehr
deutlich auf; der komplexe Dämpfungskoeffizient hängt nur von
der Differenz zwischen Generatorfrequenz und Eigenfrequenz ab.
Daraus folgt aber,daß die Streckenübertragungsfunktion für die
Meßstellkombination b-~ und b-f identisch sind. Dieser Fall
soll als Prototyp für die möglichen Stabilisierungsmaßnahmen
zuerst untersucht werden. Unter der Einschränkung S"2 vT« l für
die Regelstrecke, d.h. für typische Parameter einer normallei-
tenden StrUktur, wurde das Verhalten des Gesamtsystems bereits
von Karliner 9) untersucht. Wir werden im nächsten Abschnitt
sehen, wie diese Ergebnisse zu verallgemeinern sind.
5.1 Phasenregelungmit Frequenzsteuerung
Im folgenden wird nur das linearisierte System betrachtet werden.
Für kleine Phasenabweichungen 0$ vom Sollzustand der komplexen
Resonatorspannung erhalten wir:
*0$ = arg VVo ~ ~m (öV/Vo)i ~
(5.1.1)
Mit der bereits im Abschnitt 3.1 berechneten übertragungs funk-
tion für die komplexe Amplitude Go(s) erhalten wir entsprechend
der Gleichung (3.1.8) im Bildbereich:
ö$(s) = Re Go(s) T 2 öw~(s)
i ~
(5.1.2)
Die Regelstreckenübertragungsfunktion Re G (s) von der normier-
. 0
ten Frequenzabweichung TOW auf die Phas~nabweichung ö~ soll in
Zukunft mit G$~s) abgekürzt werden. Die Realteilbildung auf
(3.1.4) angewendet, ergibt:
1+TS (5.1.3)
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Der Frequenzgang für Phase und Amplitude der Hochfrequenzpha~
senabweichung ö~ bei einem niederfrequenten frequenzmodulier-
ten Signal mit der Frequenz Q ist entsprechend (3.6.2, 3) unter
Berücksichtigung der Näherung (3.2.9):
(5.1.4)
(5.1.5)
+90 0 9-:r
5l
e
s:
+450 a,
0° t
-35.0°
y =0.2
---
~
.~
ä.
~ -20 ~---,.;:,=::=::.=:'::'T--o=.:;;~--t____t_-_':_--~----_+_
A
I -30
y=l
-10
'lD 0-,----===r==::=::;;::;====-rT----T-----,
~ -4.6
-40 +-,.....--,---+---.----r--f-t---,----.---+----,--,.....-~
Bild Sol: Amplituden- und Phasenfrequenzgang der
elektrischen Teilübertragungsfunktion
G4>(s)
Da Eigenfrequenzen nicht direkt gemessen werden können, läßt
sich Gq,(j,Q) als Meßfrequenzgang eines Eigenfrequenz;leßgerätes
interpretier~no Der in Bild 5.1.a gezeichnete Betrag dieser
Funktion entspricht dann der Meßempfindlichkeit und T4>= -~4>/n
(Bild 501.b) ist die Meßverzögerungszeit für eine periodisch
sinusförmige Eigenfrequenzvariation mit der Freq~änz Q.
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Für Signalfrequenzen Q, die sehr klein gegen die Resonator-
bandbreite sind, d.h. QT«1, der typische Fall für normallei-
tende Resonatoren also, ist die Meßverzögerungszeit unabhän-
gig von der Frequenz Q:
= T cos 26
und proportional der Resonatorabklingzeit T.
(5.1.6)
Der Phasenwinkel e steht für den Arbeitspunkt der Meßanordnung
auf der Resonatorflanke; a ist die statische Hochfrequenzpha-
senverschiebung (y = -tan6).
Für Signalfrequenzen dagegen, die großen gegen die Resonator-
bandbreite sind QT»1, zeigt das Eigenfrequenzmeßgerät reines
Integralverhalten, praktisch unabhängig vom gewählten Arbeits-
punkt , d , h , G~ .'" j~T. Im Zei tbereich erhalten wir daraus für
periodisch mit der Frequenz Q modulierte Eigenfrequenzabwei-
chungen
6~(t) = T JI6W: (t) dt
1.1 1.1
(5.1.7)
Dieser Sachverhalt ist sehr anschaulich. QT»1 ist typisch für
supraleitende Resonatoren~ Wegen der großen Trägheit des elek-
tromagnetischen Feldes ist die momentane Feldfrequenz praktisch
identisch mit der Eigenfrequenz; das Feld kann aufgrund der
großen Trägheit innerhalb einer Periodendauer 211'/Q nicht auf
die Zwangs frequenz des Generators einschwingen.
Die gemessene Phasenabweichung ö~ wird über ein Obertragungs-
glied mit der Obertragungsfunktion F~(s), die die Charakteri-
stiken aller Verstärker, des realen Frequenzstellgliedes so-
wie einer dynamischen Korrektur enthalten möge, in ein Eigen-
oder Generatorfrequenzstellsignal ÖWsteuer umgewandelt, das
der durch die elektromechanische Kopplung erzeugten Frequenz-
abweichung r oWl.I entgegengewirkt. Im Bildbereich erhalten wir:
1.I
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mit
und
ow' (s ) = I
II
ow (s ) = 1
steuer T
OW (s) - c5w t{s)II s euer (5.1.8)
(5.1.9)
c5w' ist die mit Regelung noch verbleibende Frequenzabweichung;
ö~' ist die mit Regelung noch verbleibende Phasenabweichung.
Wenn man (5.1.9) in (5.1.8) einsetzt und nach c5~' auflöst, er-
hält man die zur Obertragungsgleichung (5.1.2) analoge Glei-
chung für den geregelten Fall:
04>' (s ) =
1+G~(s)F<p(s)
(5.1.10)
Voraussetzung dafür, daß diese neue Obertragungsfunktion exi-
stiert, ist, wie bereits an einem ähnlichen Fall in Abschnitt
3.1 diskutiert wurde, daß alle Wurzeln des Polynoms N~=l+G~F~
't' 't' 't'
in der linken s-Halbebene liegen oder,anders ausgedrUckt, daß
alle Wurzeln positive Realteile haben.
Als wesentlich sei hier festgehalten, daß bei der Einführung
einer Phasenregelschleife, die die Stabilität des elektrome~
chanischen Systems beeinflussen soll, zunächst einmal ein zu-
sätzliches Stabilitätsproblem auftritt, nämlich die Stabili-
tät des Phasenregelkreises selbt. Bei gegebener Streckenüber-
tragungsfunktion hängt das Stabilitätsverhalten von den realen
verwendeten Bauelementen ab und kann deshalb allgemein nicht
weiter diskutiert werden; im Kapitel 6 wird ein Anwendungs-
beispiel durchgerechnet werden. Hier wollen wir einfach unter-
stellen, daß F~(s) so gewählt werden konnte, daß der Phasen-
regelkreis im obigen Sinne stabil ist.
Wenn man berücksichtigt, daß die relative Amplitudenabweichung
zur Phasenabweichung c5~' sich verhält wie Ge zu G~, erhalten
wir entsprechend den Gleichungen (3.1.6, 7, 8) die Obertragungs-
funktion des offenen elektromechanischen Kreises mit Phasenrege-
lung:
F (s)
o
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(5.1.11)
Die neue monotone Stabilitätsbedingung entsprechend der .Glei-
chung (3.2.4) lautet nun:
> - 1 (5.1.12)
F~(o) ist die statische Verstärkung der Phasenrückkoppelschlei-
fe von der Phasenmessung bis zur normierten Frequenzverstimmung.
Die für die monotone Instabilität wirksame Generatoramplitude
...
V~ kann also bei genügend großer Verstärkung erheblich verrin-
gert werden:
A
'" CA Fep(O) ) ... 1VI = V + (5.1.13)g g 1+y2
wie ein Vergleich von (5.1.12) mit (2.3.13) zeigt. Die Wirkung
der Phasenregelung ist selbstverständlich nicht gleichbedeutend
A ...
damit, daß Vg auf V~ reduziert wird; die statische Resonanzkur-
ve nach Bild 2.1 wird durch die Phasenregelung nicht geändert.
Eine echte Verringerung der Generatoramplitude würde eine Ver-
kleinerung des Hysteresebereichs bewirken.
Die Stabilitätsbedingung (5.1.12) sagt aus, daß für Arbeits-
punkte innerhalb des Hysteresebereichs, die im ungeregelten
System grundsätzlich instabil waren, Stabilität erreicht wer-
den kann, wenn nur die statische Regelverstärkung des Phasen-
regelkreises groß genug ist.
Wie ~ndert sich nun die oszillatorische Stabilitätsbedingung
im Vergleich zu (3.2.3)1 Bevor diese Frage beantwortet werden
kann, muß noch eine wichtige Vorbemerkung gemacht werden. Vor-
aussetzung für die Anwendbarkeit der vereinfachten Stabili-
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tätsbedingung (3.2.3) war (vgl. Abschnitt 3.5): Sowohl Phase
als auch Amplitude des komplexen elektrischen Verstärkungs-
faktors G (jO) dürfen sich innerhalb der Bandbreite des be-
e
trachteten mechanischen Schwingungssystems nur geringfügig
ändern. Das gleiche gilt auch für den durch die Phasenregelung
modifizierten Verstärkungsfaktor Ge(jQ)/(1+F~(jQ)G~(jQ). Ins-
besondere muß also auch das Rückkopplungsübertragungssystem
mit dem Verstärkungsfaktor FA(jQ) breitbandig gegenüber der
~ .
Bandbreite des mechanischen Oszillators sein, wenn wir das ver-
einfachte Nyquist-Kriterium anwenden wollen.
Unter dieser Voraussetzung erhält man einen zu (3.2.10) analo-
gen Ausdruck für die oszillatorische Stabilität des mechani-
,
schen Modes v mit Phasenregelung:
mit Zo = 2 QvL
Zi = sina + QVTCOScr
N = (1+ (QvT)2 _y2)2+ 4y20
(5.1.14)
(5.1.15)
Dabei ist v die Verstärkung der Regelschleife bei der Eigen-
frequenz des mechanischen Modes und aderen Phasendrehung
für diese Frequenz Q :
v
(5.1.16)
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Interessant an dieser neuen Stabilitätsbedingung ist der Zäh-
ler in der Klammer von (5.1. 14). Für-vv = 0, d . h , für offenen
Phasenregelkreis, ist der Zähler positiv. Wegen No>o hieß das:
Instabilität ist nur möglich auf der oberen Flanke des Resona-
tors für y>O. Für genügend große Verstärkung v sowie genügend
große negative Phasenverschiebung a kann der Zähler Null oder
sogar negativ werden. Das bedeutet aber: die oszillatorische
Instabilität kann bei geeigneter Wahl der Reglerparameter ganz
beseitigt werden oder sie kann auf die untere Flanke des Reso-
nators geschoben werden. Im Bild 5.2 sind die Bedingungen dafür
graphis ch verans.chaulicht.
vsinO =Im F!p ljQvl
vcosO =ReF.pljQvl
oszillatorisch
stabil tür y< 0
,
Bild 5.2: Oszillatorischer Stabilitätsbereich als
Funktion der komplexen Regelverstärkung
Die Gerade kennzeichnet die Werte des komplexen Regelverstär-
kungsfaktors F</>(jOV), für die der Zähler Zo+VZ 1 verschwindet
und für die daher das System unabhängig vom Arbeitspunkt y
oszillatorisch stabil ist. Im schraffierten Bereich ist der
Z~hler negativ; dort ist das linearisierte System auf der obe-
ren Flanke y>O stabil.
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Wenn im einfachsten Fall die Rückführfunktion durch ein ein-
faches Verzögerungsglied erster Ordnung angenähert wird:
(5.1.17)
v1 (bzw. v2) ist der statische Verstärkungsfaktor; T die Ver-
zögerungszeit, die von T = 0 bis T = ~ variiert wird. F$(jT)
beschreibt dann einen Halbkreis in der komplexen Ebene. Die
Verstärkung vi genügt offenbar nicht, um das Stabilitätsver-
halten in der beschriebenen Weise zu ändern. Bei der Verstär-
kung v2 aber ist das System für T2>T>T1 im Gegensatz zum un-
geregelten System auf der oberen Flanke des Resonators oszil-
latorisch stabil!
Für sehr große Regelverstärkung v, vorausgesetzt der Phasenre-
gelkreis ist noch stabil, wird die linke Seite der Ungleichung
(5.1.14), die nach den vorangegangenen überlegungen proportio-
nal der elektrischen Entdämpfung des mechanischen selbsterreg-
ten Oszillators ist, sehr klein~ Wenn man daran interessiert
ist, den Entdämpfungseffekt des elektromagnetischen Feldes völ-
lig zu beseitigen, so muß entweder die Regelverstärkung v sehr
groß gemacht werden oder aber bei relativ kleiner Verstärkung v
eine geeignete Phasenverzögerung nach Bild 5.2 gewählt werden.
Die letztgenannte dynamische Kompensation hat allerdings den
Nachteil, daß die Wirksa~~eit sehr stark sowohl von den System-
parametern 0v und T als auch von Regelparametern v und 0 abhän-
gen, weswegen diese Methode wohl keine praktische Bedeutung
haben dürfte.
Wie bereits am Ende des Abschnitts 3.6 ausgeführt wurde, ist es
gar nicht notwendig, die elektromechanische Rückwirkung zu be-
seitigen. Man kann diese Kopplung im Gegenteil dazu benutzen,
um einen zusätzlichen Bedämofun~seffekt für extern an~ere~te
06. '-" - ~••# - '.' - -
mechanische Eigenschwingungen zu erzielen. Dazu ist nur eine
geeignete Flanke des Resonators zu w~hlen, damit das Vorzeichen
der Entdämpfungsfunktion (linke Seite von (5.1.14) ) negativ
wird. Jetzt müssen wir geradezu bestrebt sein, die Entdämpfung
(5.1.18)
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möglichst groß zu machen, damit auch auf der jeweils anderen
Flanke die Bedämpfung groß wird. Die Wirksamkeit der Zusatz-
dämpfung hängt natürlich, wie man sich aus dem Nyquist-Krite-
rium mit Hilfe der Ortskurve des offenen Kreises F (jQ) sowie
o
den komplexen Verstärkungsfaktoren Ge(jQ) nach Bild 3.3,
G<j) (jSl) nach Bild 5.1 und dem komplexen Regelverstärkungsfak-
tor F~(jn) klarmachen 'kann, entscheidend vorn Systemparameter
Q'V'r ab.
Um die Bedingung für maximale Bedämpfung zu ermitteln, müßte
bei gegebenem Systemparameter Q",'r eigentlich die normierte
Dämpfungsfunktion:
yQ",'r Z +vZ1D :: - (0 2)
1+y2 N
o+vN1+v N2
nach den Parametern y, v und a optimiert werden. Um sich eine
ausreichende übersicht zu verschaffen, genügt es, zwei typi-
sche Grenzfälle für die Phasenverschiebung a zu betrachten.
a :: o bedeutet reines Proportionalverhalten und 0= ... ! bedeu-
tet reines Integralverhalten von F.<jQ) in der Nähe der me-
chanischenEigenfrequenz. In der Tabelle 5.1 sind typische
Systemparameter bzw. Parameterbereiche, optimale Reglerpara-
meter sowie die erzielten normierten Dämpfungen zusammenge-
stellt.
1 2 3 4 5 6
SYSTEM - Qvt =fF Qv'l: « 1 Qv'l: « 1 Qv1: » 1 Qv1:» 1 Qv1: » 1
PARAMETER Y = -1 Y =-1 y = +1 y = -1 Y = -1 Y = +1
REGLER- o =-rr,/2 o = 0 0= -rr,!2
v = 0 1/ = 0 1/ = 0
PARAMETER v=2+ 2Qv'l: \J = QV1:-2 v = 3Qv'l:
ELEKTRISCHE 2
D = QvtZUSATZ - 1 D '" Wvl ) 1 1 D= 1D =- D",--- D=--
DÄMPFUNG D 4 4 8 (2vt )2 4W vt l 8(Qvt )2,
Tabelle 5.1: Systemparameter und Reglerparameter für
optimale elektrische Bedämpfung.
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Für die normierte Verstimmung wurde grundsätzlich Iy! = 1
gewählt, obwohl diese Wahl nur für QvT»1 dem optimalen Wert
entspricht. Für Q T«1 lag das Optimum bei y = 11/5.
v
In der Spalte 1 der Tabelle 5.1 ist zunächst zum Vergleich die
Dämpfung für den optimalen Systemparameter 0vL=12 (vgl. Ab-
schnitt 3.6) im ungeregelten Fall eingetragen. Beiderseits
dieses Optimalwerts läßt die Wirksamkeit der Dämpfung sehr
nach (Spalten 2 und 4). Im normalleitenden Falle 0vT«1 kann
man die Dämpfung durch integral wirkende Rückkopplung bei
relativ kleiner Verstärkung (v~2) um etwa einen Faktor (2n T)-1
- v
vergrößern (Spalte 3), wenn ein Betrieb des Resonators auf der
oberen Flanke möglich ist. Dieses Ergebnis wurde bereits von
Karliner 9) berichtet. Proportional wirkende Rückkopplung
(a~O) dagegen mit einem Arbeitspunkt auf der unteren Flanke
verkleinert die Dämpfung höchstens gegenüber dem ungeregelten
Fall (Spalte 2).
Ganz anders sind die Verhältnisse bei einem supraleitenden Re-
sonator mitn
v
T» 1 . Wegen der großen Phasenverschiebung W~
(vgl. Bild 5.1.b) bekommt man hier für integral wirkende
Rückkopplung (Spalte 6) selbst im günstigsten Fall für v ~
3n
vT auf der oberen Flanke des Resonators eine kleinere Dämp-
fung als im ungeregelten Fall auf der unteren Flanke (Spalte 4).
Deswegen ist hier eindeutig eine proportional wirkende Regelung
vorzuziehen, wobei man allerdings einen Arbeitspunkt auf der
unteren Flanke wählen muß. Bei optimaler Verstärkung v ~ nvL
(Spalte 5) erhält~IDan hierbei eine um einen Faktor n T/4
. v
größere Dämpfung als im ungeregelten Fall (Spalte 4).
5.2 Dämpfung und Regelung
Wir hatten im letzten Abschnitt gesehen, daß man die durch die
elektromechanische Kopplung bewirkte Instabilität nicht nur be-
seitigen kann, sondern bei geeigneter Wahl der Parameter der
Phasenregelung sogar die Kopplung dazu verwanden kann, mecha-
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nische Eigenschwingungen zu bedämpfen.Diese Eigenschwingun-
gen können dadurch entstehen, daß stoßartige oder resonante
Kräfte auf die Wände des Resonators einwirken. Die Kräfte
werden von Erschütterungen des Bodens verursacht, die über
die Aufhängung übertragen werden, oder sind auf direkte aku-
stische Einwirkung zurückzuführen.
Sobald diese externen Kräfte Arbeit gegen die elektromagneti-
schen Kräfte leisten, wird eine Eigenfrequenzänderung des Re-
sonators bewirkt. Das bedeutet, wenn die externen Kräfte Aus-
lenkungen des Resonators an solchen Stellen verursachen, an
denen es weder elektrisches noch magnetisches Feld gibt, kön-
nen im Sinne der Slater-Formel (2.1. 8) auch keine Eigenfre-
quenzstörungen auftreten.
Im Gegensatz zu den in Abschnitt 2.1 beschriebenen Eigenfre-
quenzänderungen durch die ponderomotorischen Kräfte, die im-
mer nur die Eigenfrequenz erniedrigen konnten, wenn die Kräf-
te vergrößert wurden, gilt dies für die externen Kräfte nicht
mehr. Aus der Gleichung (2.1.8) können wir ablesen, daß sich
die Eigenfrequenz des Resonators erhöht, wenn von außen an
Stellen mit dominantem Magnetfeld gedrückt wird (a V<O) oder
an Stellen mit dominantem elektrischen Feld gezogen wird
(!J. v> 0), weil s ich dadurch nämlich die gespeicherte Ener'!ie
erhöht.
Wenn wir entsprechend (2.1.12) die räumlich verteilten ex-
ternen Kräfte 5K (;,t) nach den mechanischen Eigenfunktio-
ex
nen 4> Cr) entwickeln, erhalten wir analog dem Vorgehen in
II
Abschnitt 2.1 sowie der Gleichung (2.3.2) mit der mechanischen
Obertragungsfunktion G (s) aus Gleichung (3.1.5) im Bildbereich:
II
-röw Cs ) =ex öK (s) r h G (s)ex 1..l 11 1-1 (5.2.1)
Die Entwicklungskoeffizienten hll sind nicht unbedingt alle ne-
gativ, wie im Falle der Eigenfrequenzänderung durch die pondero-
motorischen Kräfte.
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Wir wollen nun das Zusammenwirken von internen und externen
Frequenzänderungen etwas genauer betrachten, nicht zuletzt,
um auch die Ausführungen des letzten Abschnitts besser zu
verstehen. Dazu brauchen wir die Gleichung (5.1.8) nur um
die eben angegebenen extern verursachten Frequenzstörungen
zu erweitern:
ow' - owsteuer (5.2.2)
OW' ist die Frequenzdifferenz zwischen Eigenfrequenz des Re-
sonators und der Generatorfrequenz; Iowp ist der totale Eigen-
frequenzänderungsbeitrag der ponderofi!totorischen Kräfte, oW e x
derjenige der externen Kräfte und OW t der Beitrag dess euer
Frequenzstellgliedes, das von der Phasenregelschleife ange-
steuert wird.
Die Frequenzstörungen bewirken Phasen- und Amplitudenstörungen
'lI T" _. .l. __ _ _ -.3 • 11 • ., -'1 \.... ..:I 0 n"L... i 1.-.. , •aer .Kesona-corspannung, a:l.e Jewe:l..i.s uuer ule r-lLasenrege.l.SCl1.J.el~
fe bzw. über die elektromagnetische Kopplung zu Rückwirkungen
auf die Frequenz führen. Das vollständige Wirkungsschema ist
im Blockschaltbild 5.3.a zusammengefaßt.
Die tatsächlich in Erscheinung tretenden mechanischen Deforma-
tionen 6w
me ch sind infolge der Rückwirkung über die ponderomo-
torisehen Kräfte bereits um einen Faktor l+Fo ( j n ) gegenüber dem
Falle ohne Rückwirkung verringert.
Der schließlich auftretende Phasenfehler Ö~I, der sich im Falle
eines Beschleunigerresonators direkt in einem Energiefehler der
beschleunigten Partikel bemerkbar macht, ist proportional der
Frequenzdifferenz öw' zwischen Generator- und Eigenfrequenz,
die in Gegenwart der Phasenregelung um einen weiteren Faktor
(l+F~(jQ)G~(jQ» kleiner als öWme ch ist.
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ABWEICHUNGS -
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"tÖW'
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FREQUENZ .....-_...
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+ •
.
r--------.,
I
I
I
I
I
I
I
I
!
I
I
I
I
I INTERNE RÜCKWIRKUNG
I
I
IL ..J AMPLITUDE ....... ...Il
EXTERNE
KRAFT
ÖKEX
b)
IlKEX n 'tllwEX 1 tllwMEtIl 1 1:llw' 61p'r h l1GlJ.lsl l+Fo Is) 1... FIp.lsl Glplsl Gljllsl f----+iJ.:l
Bild 5.3: Blockschaltbild des Resonators mit pondero-
motorischer Rückwirkung und Phasenregelschleife
Im Bild 5.3.b ist die Wirkungskette von den äußeren Kräften
öKe x bis zur Phasenstörung öq,' noch einmal zusammengefaßt.
Diese Kette ist völlig :!quivalentdem Bild 5.3.a, wenn wir
noch den offenen Verstärkungs faktor F des inneren RUckwir-
o
kungskreises nach Gleichung (5.1.11) berücksichtigen. Fo(jQ)
selbst hängt noch von F~(jQ) ab; und zwar wird Fo(jQ) umso
kleiner, je größer Fq>(jn) wird. Das bedeutet qualitativ:
der Dämpfungseffekt wird umso geringer je größer die Regel-
verstärkung im Phasenregelkreis ist. Das war ein Ergebnis der
Betrachtungen des letzten Abschnitts. An Bild 5.3.a läßt sich
diese Feststellung anschaulich begründen: die Verbindung zwi-
schen ow hund öw' ist bei großer Regelverstärkung praktisch
mec
offen; anders ausgedrückt: trotz großer mechanischer Deforma-
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tionen «öw
me ch treten nur kleine Amplitudenänderungen öV auf,
weswegen der innere Rückwirkungsmechanismus wirkungslos ist.
Obwohl der Dämpfungsmechanismus nicht mehr wirkt, ist der Pha-
senfehIer ö~t bei großer Regelverstärkung klein.
Das wird noch einmal klarer, wenn wir uns die gesamte übertra-
gungsfunktion von der externen Kraft öK auf den Phasenfehler
ex
Ö~l anschauen. Nach Bild 5.3.b mit der Definitionsgleichung
(5.1.11) für F
o
erhalten wir im Bildbereich:
= (5.2.3)
Bei der Bekämpfung von schockartig oder resonant erregten
Eigenschwingungen konkurrieren die beiden Summanden im Nen-
ner von (5.2.3), wobei, wie im letzten Abschnitt ausführlich
dargestellt wurde, die beiden Phasenwinkel argF~G~ und
arg GeLG~ eine wesentliche Rolle spielen. . .
Welchem der beiden Effekte, nämlich entweder Dämpfung oder
Regelung, in der Praxis der Vorzug zu geben ist, läßt sich
sehr einfach beantworten. Sind bei optimaler Dämpfungsein-
stellung der Regelparameter nach Tabelle 5.1 die noch ver-
bleibenden Phasenstörungen ö~t für den Beschleunigerbetrieb
des Resonators unakzeptabel groß, muß zwangsläufig die Re-
gelverstärkung für die entsprechenden Störfrequenzen erhöht
werden. Damit wird der Dämpfungsmechanismus tendenziell un-
wirksam. Wenn keine anderen Gründe, etwa die zu Beginn des
Abschnitts 3.6 genannten, dagegen sprechen, kann man den Re-
sonator dann auch wieder in der Gegend der Resonanz (y~O) be-
treiben.
Zusammenfassend kann man den Unterschied in der Wirkungsweise
von Resonanzdämpfung und Regelung auf folgende Weise beschrei-
ben: Die Phasenregelung wirkt im gesamten Signalfrequenzbereich
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von Null bis zur sogenannten Durchtrittsfrequenz, das ist die
Frequenz,bei der die Kreisverstärkung auf eins abgesunken ist,
wie eine starke Gegenkopplung; der "Dämpfungsregelkreis" dage-
gen wird gerade so eingestellt, daß der Kreis nur für die je-
weiligen mechanischen Eigenfrequenzen eine effektive Gegen-
kopplung darstellt, während für Frequenzen weit außerhalb der
Resonanzfrequenz die Kreisverstärkung kleiner als ein sein muß,
d.h. unwirksam sein muß, damit die durch die großen Pha.sendre-
hungen des mechanischen Schwingungsgliedes bedingte Mitkopplung
keine Instabilität des Kreises verursachen kann.
Anstelle der elektromagnetischen Kräfte können unter den oben
genannten Voraussetzungen auch andere auf die Wände des Reso-
natOrs einwirkende, steuerbare Kräfte verwendet werden. Die
Wirksamkeit des Dämpfungseffektes würde in diesem Fall nicht
"
mehr von den Resonatorgrößen: y-Arbeitspunkt, V -Resonator-
, 0
spannung sowie k~-KoPPlungsfaktorenabhängen, sondern lediglich
von den Kenngrößen der äußeren RückwirkungsschleifeQ
Wesentliche Anforderungen an diese Kenngrößen sind dabei:
I. Der Steuerhub des Stellmechanismus muß genügend groß
sein, d.h. der Krafthub löK_t: uerl muß größer als der
Betrag der externen Störkrä!'1:i /öKe x' sein.
II. Der Stellmechanism.us muß .genügend schnell sein, d.h.
das Kraftstellglied soll im Bereich der mechanischen
Eigenfrequenzen des Resonators möglichst Proportional-
verhalten haben.
III. Die elektromechanischen Kopplungskoeffizienten g der
wesentlichen mechanischen Eigenschwingungenmüss~n
alle gleiches Vorzeichen haben.
nie ersten beiden Forderungen sind ziemlich durchsichtig; die
dritte Forderung muß näher erläutert werden. Unter den Kopp-
lun.~skoeffizienten wird auch hier wieder wie bei der entspre-
chenden Entwicklung der externen Störkräfte nach Gleichung
(5.2.1) der Obertragungskoeffizient von der i.a. räumlich ver-
teilt wirkenden Steuerkraft öK tauf die Frequenzverschie-s euer
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bungsbeiträge der einzelnen mechanischen Eigenschwingungen:
TOW t (s) = öK t (s) 19 G (s)
s euer s euer ~ ~ ~
(5.2.4)
verstanden. Im Gegensatz zu den Kopplungskoeffizienten k
. ~
der ponderomotorischen Kräfte, die grundsätzlich alle größer
oder gleich Null waren, können hier die Koeffizienten genau-
so wie die Koeffizienten der externen Störkräfte h~ verschie-
denes Vorzeichen haben. Das bedeutet aber, bei annähernd gleich
großen Beträgen zweier Kopplungskoeffizienten mit verschiede-
nen Vorzeichen würde jeweils die eine Eigenschwingung ent-
dämpft werden, wenn die andere gedämpft werden soll. Wie auch
immer man die Rückkopplungsbedingungen wählt, das System wäre
grundsätzlich instabil.
Im Bild 5.4 ist die dynamische Situation dargestellt.
5Kex r - - - - - - -l ENTWICKLUNGNACH MECHANISCHEN
EIGENSCHWINGUNGEN
Bild 5.4: Resonanzdämpfung mit äußerer
Rückführung.
Die effektiv in Erscheinung tretende Frequenzstörung öWme ch '
die in diesem Falle mit der Regelabweichung öw' identisch ist,
ist gegeben durch:
öw' =
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ow = öw - ÖW
mech ex steuer (5.2.5)
Die Frequenzstörung ow' wird Über eine Phasenmessung mit der
früher schon verwendeten Meßübertragungsfunktion Gcj>(s) nach
Gleichung (5.1.3) ermittelt und über einen Verstärker und
eine dynamische Korrektur mit der übertragungsfunktion Fk(s)
in ein Signal umgewandelt, das Über ein Stellglied mit der
übertragungs funktion Fs(s) eine Steuerkraft öK t erzeugt,s euer -
die der Störkraft öK entgegenwirkt.
ex
Die übertragungfunktion des aufgeschnittenen Kreises ist damit:
(5.2.6)
Unter der Voraussetzung (ähnlich der bereits im Abschnitt 3.6
bei der Diskussion des ponderomotorischen Dämpfungsmechanismus
angegebenen) ,daß die Meß-Korrektur- und Stellübertragungsfunk-
tion breitbandiggegenüber den mechanischen Schwingungsglie-
dern sind, ist auch hier die effektive mechanische Dämpfung
für den mechanischen Mode v(vgl. Gleichung (3.6.12»:
(2)
t'v eff =
(5.2.7)
Wenn wir zunächst einmal ,unterstellen, daß die statischen Ver-
stärkungs faktoren des Korrektur- und des Steuergliedes größer
Null und alle Koppelfaktoren kleiner Null sind, dann lautet
die monotone Stabilitätsbedingung F (0) > - 1 hier:
o
l!glll
11 < 1 (5.2.8)
Bei großer Verstärkung FkCo) kann diese Bedingung verletzt
werden, d.h. die Steuerkraft ist der elastischen Rückstell-
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kraft entgegengesetzt gerichtet und dem Betrage nach größer
als diese, was eine ständige Vergrößerung einer einmal vor-
handenen Auslenkung bewirkt. Die Bewegung kommt in Wirklich-
keit aufgrund von Nichtlinearitäten zur Ruhe. Das kann da-
durch geschehen, daß die Steuerkraft eine mit der Auslenkung
degressive Kennlinie hat oder daß die elastische Rückstell-
kraft eine progressive Kennlinie hat bzw. dadurch, daß der
Stellhub begrenzt ist.
Um optimale Resonanzdämpfung zu bekommen, verfahren wir ge-
nauso wie im Abschnitt 3.6 für das System mit innerer Rück-
führung über die ponderomotorischen Kräfte. Während dort die
optimale Phasenbedingung nur durch Auswahl der Flanke (y<O)
und der günstigsten Abklingzeit L des Resonators erhalten
werden konnte, kann man hier bei beliebiger Abklingzeit L
und beliebigem y das Korrekturglied mit der übertragungs-
funktion Fk(s) zur Optimierung heranziehen. Unter der Vor-
aussetzung, daß Fg{s) und Fk(s) im Bereich der mechanischen
Eigenfrequenzen durch einfache Tiefpässe approximiert werden
können, lassen sich zwei einfache Einstellregeln für optimale
Resonanzdämpfung einer Eigenschwingung der Frequenz Qv ange-
ben:
I. Die statische Verstärkung des Korrekturgliedes Fk(o)
wird so groß gewählt, daß die monotone Stabilitä-ts-
bedingung (5.2.8) noch nicht verJrtzt ist. Das Vorzei-
chen ist dabei so zu wählen, daß die Rückführung sta-
tisch als Mitkopplung wirkt!
II. Die Zeitkonstanten des Korrekturgliedes werden so ge-
wählt, daß die Phasenverschiebung im gesamten "elek-
trischen" Teil der offenen Kette nach Bilg 5.4 für die
zu bedämpfende Eigenschwingung gerade -90 beträgt:
Weil die Phasenverschiebung im Itmechanischen lt Teil der offe-
nen Kette ebenfalls -900 ist (arg Gv(jQv) = - ;), wirkt die
Rückführung wegen I und II für ein Signal der Frequenz Qv
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wie eine Gegenkopplung. Wenn das Band der beteiligtenmecha-
nischen Eigenschwingungen nicht allzu breit ist, wird die
Einstellung (5.2.9) auch noch genügende Dämpfung für benach-
barte Eigenfrequenzen liefern.
Bei den Ausführungen ganz zu Anfang ab Gleichung (5.2.8) hat-
ten wir die am Anfang dieses Abschnittes aufgestellte Forde-
rung 111, nämlich alle g~>O, als erfüllt angesehen. Nun ist
sofort klar, wenn nur einer der Koeffizienten, z.B. gA>O ist,
wirkt die Rückführung nach Bild 5.4 für die Frequenz nA wie
eine Mitkopplung. Die Schaltung wird damit zum Oszillator,
wenn !gA' genügend groß oder genauer wenn nach Gleichung
(5.2.7) (TA)eff<O wird~
Ob bei gegebener Resonatorgeometrie erreicht werden kann, daß
alle Koeffizienten g >0 werden, muß im Einzelfall durch Varia-
II
tion der Steuerkraftverteilung dK t (;) geprüft werden.
s euer
5.3 Amplitudenregelung und Amplitudensteuerung
In den letzten beiden Abschnitten hatten wir gesehen, wie das
elektromechanisch gekoppelte System durch direkte oder indirek-
te Frequenzsteuerung beeinflußt werden konnte. Da es sich bei
der Rückwirkung,um eine Amplituden-Frequenz-Kopplung handelt,
sollte man annehmen, daß auch eine geeignete Steuerung der Ge-
neratorspannung ähnlich wie die Frequenzsteuerung wirkt.
Zunächst müssen jetzt zwei neue Obertragungsfunktionenfür das
linearisierte System abgeleitet werden, nämlich die Obertra-
gungsfunktionen von einer Generatoramplitudenvariation auf die
Resonatoramplitudenvariation und die Resonatorphasenvariation.
Dazu gehen wir wieder von der komplexen Näherungsdifferential-
gleichung (3.4.3) im Bildbereich aus:
(1 + T s + iy) V = Vg (5.3.1)
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Für kleine Abweichungen um den Sollzustand <l+iy) V =V er-
o g
hält man:
(1 + TS + iy) oV + ioy V = öV
o g (5.3.2)
Bei konstanter Generatorphase = Bezugsphase gilt, wie auch
in den Abschnitten 3.1 und 5.1:
öV =~ + iö~ ~ ov + iö~~T\? (5.3.3)
wobei ö~ eine kleine Abweichung von der Sollphasenverschiebung
zwischen Resonatorspannung V und Generatorspannung Vg ist. Für
die relative Resonatoramplitudenänderung wurde die Abkürzung
öv = ö!VI/IVol eingeführt. Entsprechend soll für die relative
Generatoramplitudenänderung
öv = ölV I/IV Ig g g
eingeführt werden.
(5.3.4)
Wenn man berücksichtigt, daß oy = - TÖW ist, wobei ÖW eine
Eigenfr-equenzabweichung bedeutet, erhält man aus (5.3.2):
(1 + TS + iy) (öv + iö$) = (1+iy) OV + iTöw (5.3.5)g
in
Mit der/Gleichung (3.1.4) definierten übertragungs funktion
für die komplexe Amplitude Go(s) läßt sich die Lösung im
Bildbereich anschreiben:
(5.3.6)
Nach Real- und Imaginärteilbildung, die sich nur auf i be-
zieht (+ Trägerphase!), erhält man die beiden reellen Glei-
chungen:
öv = G (s) oVg - G (S)TOWa e (5.3.7)
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54> = G ~(s)5v + G~(S)TÖW
a", g '"
(5.3.8)
Dabei wurden
tion G (s) =
e
Gq,(s) = R~Go
:1
die bereits früher definierten Obertragungsfunk-
I~Go (Gleichung (3.1.10) bzw. 3.6.2, 3» sowie
:1(Gleichung (5.1.3) bzw. (5.1.4, 5) ) benutzt.
Mit GaCs) wollen wir im folgenden die Obertrag~ngsfunktion
von der Generatoramplitudenänderung auf die Resonatorampli-
tudenänderung bezeichnen und mit Ga<t>(s) die Obertragungs-
funktion von der Generatoramplitudenänderung auf die Resona-
torphasenänderung.
Aufgrund der Eigenschaften von (5.3.6) lassen sich die beiden
neuen Obertragungsfunktionen durch die bereits bekannten aus-
drücken:
1+TS+y2
"" -----=----=-(1+TS)2 + y2
"" y-rs
(1+TS)2 + y2
(5.3.9)
( 5 • 3 • 10 )
Als erstes soll der Einfluß einer Amplitudenregelschleife auf
die elektromechanische.Kopplung untersucht werden.
Das Verhalten aller realen Bauelemente in der Rückkoppelschlei-
fe von der Resonatoramplitudenmessung bis zur Generatoramplitu-
densteuerung soll ähnlich wie'bei der Phasenregelschleife in der
Obertragungsfunktion r (5) zusammengefaßt werden. Wegen G (0) =1a " a
ist Fa(o) identisch mit der statischen Regelver~:tärkung des auf-
geschnittenen Amplitudenregelkreises, wenn man eine proportio-
nal wirkende Regelung unterstellt. Die Kennlinien für die Reso-
natoramplitudenmessung (i.a. mit einer Diode) und für die Ge-
neratoramplitudensteuerung Ci.a. durch PIN-Dioden oder Modula-
tion der Senderöhre) sind im allgemeinen nichtlinear. Bei klei-
nen Auslenkungen um einen Sollwert können wir uns auf die line-
aren Terme der Taylorreihenentwicklung der Kennlinien beschrän-
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ken. Fa(o) ist dann proportional dem Produkt der Empfindlich-
keiten der Meß- und der Steuerkennlinie. Die übertragungsglei-
chung für die Amplitudenschleife lautet:
öv = - F (s) öv (5.3.11)g a
Das negative Vorzeichen entsteht beim Sollwertvergleich, wo-
bei F_(o»o gewählt wurde.
Cl
Der übersichtlichkeit halber soll die "mechanische" Obertra-
• tgungsgle1chung mit TÖW = - Gm(s) öv abgekürzt werden. Daraus
folgt die "mechanische" Obertragungsfunktion:
, .... 2
G (s) = 2T V r k G (s)
m 0 ~ ~ ~
(5.3.12)
In Bild 5.5 a) ist ein Blockschaltbild der Amplitudenregelung
gezeichnet, wobei nur die vorn Sollwert (hier formal 0) abwei-
Bild 5.5 b) noch einmal die Phasenregelung ohne externe Stö-
rungen (vgl. Bild 5.3. a» dargestellt.
a) AMPLITUDENREGELUNG
b l PHASENREGELUNG
Bild 5.5.:. a) Amplitudenregelung und
b) Phasenregelungmit elektro-
mechanischer Rückwirkung.
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Auch hier wieder ist F_(s) nicht beliebig wählbar. Die Ver-
a .
stärkung Fa(o) und die dynamische Korrektur müssen so gewählt
werden, daß der Amplitudenregelkreis selbst stabil ist.
Die Obertragungsfunktion der offenen Schleife nach Bild 5.5. a)
ist:
F (s) =
o
G (s)G (s)
m e
l+F (s)G (s)
a a
(5.3.13)
wobei vor oder hinter G aufzuschneiden ist.
m
Für den Phasenregelkreis galt zum Vergleich (siehe Gleichung
(5.1.11»:
F (s) =
o
Gm(s)Ge(s)
1+F4>(s)G$(s)
(5.3.14)
Die Ergebnisse des gesamten Abschnitts 5.1, in dem die Wirkung
einer Phasenregelschleife auf die betrachtete Instabilität
beschrieben wurde, insbesondere auch die Ausführungen über
das Dämpfungsverhalten, gelten aufgrundderAnalogie der
Gleichungen (5.3.13, 14) mit geringen Modifikationen auch
für die Amplitudenregelschleife. Auf eine weitere Erörterung
soll deshalb verzichtet werden.
Bei realen Hochfrequenz"'bauelementen ist im allgemeinen eine
Kopplung zwischen Trägerphase und -amplitude zu beobachten.
Bei einer realen Schaltung mit Amplituden- und/oder Phasen-
regelung spielen deswegen sicherlich solche zusätzlichen Kopp-
lungen eine bedeutsame Rolle. Die Kopplung muß nicht in jedem
Falle das Systemverhalten, d.h. im wesentlichen die Stabilität,
verschlechtern, sondern kann sich sogar günstig auswirken.
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Als Prototyp für eine derartige Kopplung soll im folgenden
eine Steuerung der Generatoramplitude 8v durch die Phase 8~g
betrachtet werden. Die Kleinsignal-übertragungsfunktion sei
K(s). Die Verbindung zwischen Phase 8~ und Frequenz L8w wird
durch G~ vermittelt. Zusät2lich müssen wir eine Rückkopplung
von der Generatoramplitude auf die Phase berücksichtigen,
die durch Ga~(s) gegeben ist (vgl. die Gleichungen (5.3.7, 9».
Ohne sämtliche Gleichungen sammeln zu müssen, können wir mit
diesen Angaben sofort das Strukturbild 5.5 a) erweitern.
o ----i-c >-----.._t
RESONATOR-
AMPLITUDE
Gv_-......---< ~--..
GENERATOR-
AMPlITUDE
6vg
}---.__-_61p
Bild 5.6: Strukturbild mit Amplitudenregelung
und Amplitudensteuerung.
Durch Umformung der Gleichungen, die man direkt aus dem Struk-
turbild ablesen kann, erhält man sehr leicht die übertragungs-
funktion des vor oder hinter Gm(s) aufgeschnittenen Kreises:
Gm (s ) (y-K(s»
2 2 2 (5.3.15)
(l+Ls) +y +(1+LS+Y )F (s)+YTsK(s)
a
Dabei wurden die folgenden Beziehungen, die hier noch einmal
zusammengestellt seien, benutzt:
G = (1+TS+y2)/N G = -y/Na e (5.3.16)
G = YTs/N G~ = (l+TS)/Na~
N = (1+Ts)2+y2 GaG~ + G G = l/Ne a~
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Aus der Gleichung (5.3.15) läßt sich direkt ein überraschen-
des Ergebnis ablesen. Wenn
K(s) = y (5.3.17)
gewählt wird, verschwindet F (s); d.h. die elektromechanische
o
Kopplung wird völlig wirkungslos, und zwar unabhängig von dem
gewählten Arbeitspunkt y!
Die Auswahl der Steuerfunktion K(s} nach (5.3~17) bedeutet,
daß man eine verzögerungs freie Kopplung von der Resonator-
phase auf die Generatoramplitude realisieren muß. Das ist na-
türlich praktisch nicht möglich, es genügt aber, daß diety-
pische Verzögerungs zeit T dieser Steuerschleife klein gegen
die Abklingzeit T des Resonators ist. Diese Forderung ist ins-
besondere für supraleitende Resonatoren beliebig gut erfüllbar.
1+F (s) = 0 ist die charakteristische Gleichung des Systems,
o
aus deren Eigenschaften auf die Stabilität des Systems ge-
schlossen werden kann. Für K(s) = y ergibt sich:
(5.3.18)
Die Stabilität des Gesamtsystems hängt wie behauptet nicht mehr
von der elektromechanischen Rückwirkung, sondern nur noch von
den Eigenschaften der Amplitudenregelschleife ab.
Interessanterweise ist das verbleibende Stabilitätsproblem iden-
tisch mit dem. einer Amplitudenregelung für einen in Resonanz
(y=O) betriebenen Resonator 32).
Die zusätzliche Kopplung K(s) = y kann man als Entkopplung be-
zeichnen, weil sie die elektrische Rückwirkung für die mecha-
nischen Eigenschwingungen völlig aufhebt, und zwar sowohl in
bezug auf die monotone als auch auf die oszlllatorische Insta-
bilität. Im folgenden Abschnitt wird dieses Ergebnis noch zu
verallgemeinern sein.
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5.4 Phasen- und Amplitudenregelung
Jede neu hinzukommende Regelschleife macht zunächst einmal das
Stabilitätsproblem des Gesamtsystems unübersichtlicher, weil
i.a. alle Kreise miteinander verkoppelt sind. Die Phasen- als
auch die Amplitudenregelschleife und deren Wirkung auf die me-
chanische Stabilität des Resonators wurden in den letzten drei
Abschnitten bereits einzeln behandelt. Untersuchungen über d~s
Zusammenwirken der beiden Regelschleifen haben nicht etwa aka-
demischen Charakter, wie man vermuten könnte, sondern sind der
realen AufgabensteIlung beim Betrieb eines Resonators eher bes-
ser angepaßt. Bei Beschleunigerresonatoren gilt es, sowohl die
Feldphase gegenüber den Teilchen als auch die Feldamplitude
gegen externe Störungen zu verteidigen, da beide Größen den
Energiegewinn der Teilchen im Hochfrequenzfeld beeinflussen.
Um die kompliziertere Struktur des Systems ohne Mehraufwand an-
gemessen beschreiben zu können, werden anstelle der bisherigen
übertragungsgleichun~en.Matrizengleichungen33) und anstelle
der graphischen Darstellung des Systems durch das Struktur-
oder Blockschaltbild Signalflußgraphen 34) gewählt.
Wenn man zunächst einmal in Bild 5.6 die Amplitudensteuerung
über K(s) wegläßt und entsprechend Bild 5.5. b) die Phasenre-
gelschleife hinzufügt, erhält man den in Bild 5.7 a) darge-
stellten Signalfluß~raphen.
a}
I
-Gm
'~'töw ex••~ lllp
'tlSw . m
-F,Ip
b}
-1
Bild 5.7: Signalflußgraphen für den amplituden- und
phasengeregelten Resonator mit elektrome-
chanischerRückkopplung.
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Die Umformung des Graphen 5.7 a) in eine für den Regeltech-
niker gebräuchliche Darstellung ist in 5.7 b) abgebildet~
Um eine saubere Trennung in Regler und Regelstrecke durchzu-
führen, hätte eigentlich der elektromechanische Rückwirkungs-
zweig mit dem Gewicht GmCs) antiparallel zum Zweig mit -Ge(s)
gezeichnet werden müssen. nie Kopplung über G (s) nimmt aperm .
im Gegensatz zu der Kopplung über -G (s) bzw. G (s) insofern
el a
eine Sonderrolle ein, als man nicht hotfen kann, den Einfluß
der Kopplung durch Einfügen einer Kompensation völlig. zu .be~
seitigen. Das würde nämlich bedel,lten, daß eine Parallelschal~
tung der sehr schmalbandigen mechanischen Filter (vgl. die
Definitionsgleichungen (.5 .• 3.12) und C3.1.5) für. (;m(s» nach-
gebildet werden müßte, was praktisch nicht möglich ist; allein
schon aus Stabilitätsgründen.
Es ist zweckmäßig, diese nicht hebbare Kopplung zu einer je-
weils passenden Obertragungsmatrix hinzuzuzählen; diese Matrix
wird dann mit einem Strich gekennzeichnet.
In dem Bild 5.7. b) läßt sich Gm am einfachsten der Regler-
diagönalmatrix R zuordnen~
R = r~ (5.4.1)
sowohl die Reglermatrix als auch die Regelstreckenmatrix G:
(5.4.2)
wurden dabei in der sogenannten P-kanonischen Form dargestellt 3 S ) ,
bei der die jeweiligen Ausgänge nur von allen anderen Eingängen
abhängen. Das ist die physikalisch anschaulichste Darstellun~s-
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form; d.h. das sind gerade die Obertragungsfunkti6nen, die man
ohne Kenntnis der inneren Struktur der Strecke aus der Messung
des Klemmenverhaltens des Systems synthetisieren würde. Alle 4
Teilfunktionen der Strecke,definiert in (5.3.16), wurden ein-
zeln in den früheren Kapiteln bereits verwendet, weil dort ge-
rade die Wirkung-Ursache-Beziehung zwischen Eingang und Ausgang
gebraucht wurde. Die vorliegende Strecke ist, wie später ge-
zeigt wird, geradezu ein Musterbeispiel dafür, daß bei besti~m­
ten Fragestellungen eine andere, die sogenannte V-kanonische \
Darstellung, zur Beschreibung des Systemverhaltens besser ge-
eignet ist und u.U. Lösungsm8glichkeiten direkt erkennen läßt.
Zur Vervollständigung der Matrizenbeschreibung ~üssen noch die
Spaltenvektoren der Variablen definiert werden.
-- (ÖÖ~)Regelgröße X 'I'
Stellgröße Y = (ÖVg)
töw
Störgröße Z = l'övex 'J
tötQe>e
(5.4.3)
Mit diesen Festlegungen ergibt sich aus Bild 5.7, das in Bild
5.8 dargestellte Zweifachregelsystem in Matrixdarstellung:
a) b)
Z
1 G
:l
Bild 5.8: Darstellung der gekoppelten Regelkreise als
a) Matrixblockschaltbild und
b) Matrix-Signalflußgraph.
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Die Matrix-übertragungsgleichungen des Systems lauten:
x :: G Y Y :: - R' X ... Z (5.4.4)
woraus man durch Einsetzung erhält:
(1 ... G R
') X :: G Z ( 5.4.5 )
Die Stabilität dieses linearen Systems hängt nicht von den
Störungen ab. Das System kann für ~ :: 0 nur nichttriviale
Lösungen haben, wenn die Determinante der Matrix auf der lin-
ken Seite von (S.I+.5) verschwindet:
det (1 + G R') ! 0 (5.4.6)
Das ist die Matrixschreibweise für die charakteristische Glei-
chung des. Systems. Man erhält unter Verwendung von (5.4.1, 2)
aus ( 5.1+ .6 ) :
l+FG +F.G.+F F.det G - G G :: 0
a a ~ ~ a ~ - m e
(5.1+.7)
Neu an dieser charakteristischen Gleichung ist, daß neben der
mechanischen übet'tragungsfunktionG
m
und den heiden Reglern
Fa undF 41· auch noch das Produkt der beidenReglerübertragungs--
funktionen F eF. mit der Determinanten der Strecke G als Ge-
a ~ . -
wichtsfaktorauftritt. Diese Determinante tauchte schon im letz-
ten Abschnitt im Zusammenhang mit der Amplitudensteuerung auf
(vgl, (5.3.16»:
det G(s) :: 1
N(s)
( 5 .4 .·8 )
Sie ist gleichzeitig die Nennerfunktion aller 4 Teilübertra-
gungsfunktionen der Strecke g (s).
Es gibt jetzt drei Schleifen, deren Stabilität aus den jewei-
ligen übertragungs funktionen der aufgeschnittenen Kreise er-
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mittelt werden kann. Für die Schnittstelle I in Bild 5.7 a)
bekommt maI):
F =o
-G G
m e
l+F G +F G +F F IN
a a cf' <p a cf'
(5.4.9)
Für die Schnittstelle II im Amplitudenregelkreis ergibt sich:
Fa a =
F (G +F IN)
a a <1>\ (5.4.10)
und schließlich für die Schnittstelle III im Phasenregelkreis:
(5.4.11)
Die Nullstellen aller drei um Eins vermehrten offenen Schlei-
fenverstärkungen sind selbstverständlich identisch mit denen
von (5.4.7), da die Stabilitätsbedingungen des geschlossenen
Systems sicherlich von jeder Schleife aus betrachtet gleich
sein müssen.
In einer Hinsicht sind die StabilitAtsbetrachtungen dennoch
entkoppelt. Die Bandbreiten der beiden Regelschleifen sind
bei Verwendung genügend schneller Meß- und Stellglieder (Dio-
den, Varactordioden, PIN-Dioden) groß gegen die mechanischen
Frequenzen; typisch ist ein Unterschied von 3 Dekaden. Der
Frequenzgang G (jO) des mechanischen Obertragungsgliedes hat
m
aber eine Amplitudenabsenkung von -40 dB/Dekade. Das bedeu-
tet: in der Gegend der Durchtritts- oder Schnittfrequenz 0D
der jeweiligen Regelschleife, die allein maßgebend fUr die
Stabilität der Schleife ist, kann der Einfluß der elektrome-
chanischen Kopplung vernachlässigt werden. Für die Untersu-
chung der Regelschleifenstabilität kann daher der Term GmGe
im Nenner von (5.4.10) und (5.4.11) gestrichen werden. Unan-
genehm ist trotzdem noch die gegenseitige Kopplung von 'Ampli-
tuden- und Phasenregl:er.
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Nehmen wir zunächst an, daß die beidenRegler Fa und Fq, so
eingestellt worden seien, daß das System fUr G = 0 stabil
m
ist und außerdem genUgend Stabilitätsreserve besitzt. Die
monotone Stabilitätsbedingung lautet jetzt:
F (0)
o
= 2YTV~ &kp
(1+F
a(o»Cl+y2+ F<p Co »
> -1 (5.4.12)
In bezug auf die Beseitigung der. mOnotonen Instabilität wir-
ken die beiden Kreise für Fa,<pCo)?,>lin Serie; d.h. die Sta-
bilitätsschwellspannung ist proportional dem Produkt der bei-
den statischen Verstärkungsfaktoren.
FUr die os zillatoris che Stabilität der mechanischen Eigen-
schwingung v bekommt man entsprechend C3.2.3)fUrden Fall
Ir ",on )1»1:a,,,, v
(5.4.13)
"'?
k1' v"'yn l'
v \l 0 V
Va- V<p
[ta(nv't'cOSOq,+SinO~)+ #;,nvTcosoa+sinOa) +
+ sin caa+oq,» < 1
wobei F ",(jn) :: V '" exp(jo "") verwendet wurde. Man sieht,a,,,, va,,+, a,,+,
daß auch die oszillatorische Instabilität. selbst bei kleinen
Verstärkungsfaktoren V ~V",,~v sehr kräftig unterdrückt wird;
a- 'I' -2 0
und zwar fUr cra+a~~ - 90° pI'30portional v und für cra+cr"" ~o ,
o . - '"
-180 sogar proportional V
Abgesehen von der für den dynamischen Entwurf unangenehmen
Regelschleifenverkopplung erscheint es ungünstig, ein System,
wie es eben beschrieben wurde, einzusetzen. Wenn man daran in-
teressiert ist, die elektromechanische Rückwirkung völlig zu
beseitigen., scheint ein im folgenden beschriebener Weg attrak-
tiver. Will man andererseits die Dämpfungseigenschaften des
elektromagnetischen Feldes benutzen, so ist die durch den Pro-
duktterm FaF<p entstehende große Verstärkung eher hinderlich.
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Die Verkopplung der beiden Regelkreise kann durch Einführung
geeigneter Entkopplungsnetzwerke aufgehoben werden. Aufgrund
der Sonderrolle von G (s) kann es sich bei uns allerdings nur
m
um eine teilweise Entkopplung handeln, weil Gm(s) praktisch
nicht hebbar ist. Wir verfahren daher probeweise so: zuerst
wird versucht, das Regelsystem für Gm(s) = 0 vollständig zu
entkoppeln und anschließend wird zu dieser Struktur wieder
Gm(s) hinzugefügt.
Unter Entkopplung soll im folgenden verstanden
werden, daß die übertragungsmatrix Io(s) des bei der Regel-
größe ~ aufgeschnittenen Kreises diagonalisiert wird. Die
Regelkreise lassen sich dann in bezug auf die Stabilitäts-
untersuchung als getrennte Einzelregelkreise behandeln. Die-
ser Zustand des Mehrfachregelsystems wird auch als Eigenau-
tonomie bezeichnet 33). Aus der Eigenautonomie folgt i.a.
jedoch nicht Autonomie bezüglich der Störgröße Z.
in
Für das/Bild 5.7 b) wiedergegebene System in P-kanonischer
Darstellung bietet sich als einfachste Maßnahme das Einfügen
eines P-kanonischen Serienkopplers ! zwischen Regler ~ und
Strecke G an.
K = [ 1
K21
(5.4.14)
Die Entkopplungsbedingung lautet:
(5.4.15)
Daraus erhält man die übertragungs funktionen der beiden Kopp-
lungsnetzwerke:
(5.4.16)
und
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-Yl'S
l+l's
(5.4.15)
In Bild 5.9. a) ist der zugehörige Signalflußgraph dargestellt;
die Entkopplungsbedingungen lassen sich dort direkt ablesen.
Im zweiten Schritt fügen wir nun wieder G (s) hinzu: dieses Mal
m
am besten durch Modifikation des Kopplers:
(5.4.18)
Die charakteristische Gleichung des Gesamtsystems ist damit:
det (1 +G KiR} =0
woraus sich durch Umformung ergibt:
(5.4.19)
(~ lJ .,,,,
,"".""Te'''''''
Wenn man die beiden Entkopplungsbedingungen (5.4.16, 17) in
(5.4.20) einsetzt, ergibt sich schließlich:
(1 + (5.4.21)
Die entsprechende Umformung desSignalflußgraphen ist in Bild
5.9 b) festgehalten.
a)
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b)
-1 Ge -1
K12 = Ga
-6v ~--4Il~-""'=-----~6v -6v~---""---lII(
-6'9 ....-..,:.-4~-......-...:...--4D 6'9 -6'9 ....---.....---3lt6'9
Ga'9K21= - -G'9
B'ild 5.9: Signalflußgraph für den Amplituden-Phasen-
regelkreis mit Serienentkoppler a) vor und
b) nach der Entkopplung
Sowohl aus der charakteristischen Gleichung (5.4.21) als auch
aus dem Signalflußgraphen des teilentkoppelten Systems in
Bild 5.9 b) lassen sich folgende drei wichtige Eigenschaften
ablesen:
I. der Phasenregelkreis ist vollständig entkoppelt,
er kann also wie eine völlig unabhängige Regel-
schleife behandelt werden.
11. der Amplitudenregelkreis enthält keine Elemente
des Phasenreglers, sondern nur die mechanische
Rückwirkung.
III. Die Streckenübertragungsfunktionen haben beide nur
noch reines Verzögerungsverhalten; d.h. die Ober-
tragungsfunktionen haben nur noch einen Pol, gegen-
über vorher einer Nullstelle und einem komplexen
Polpaar.
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Die Obertragungsfunktion des bei Gm aufgeschnittenen Krei-
ses läßt sich aus (5.4.21) direkt ablesen.
F (s ) =
o
G (s)G (s)
m e
l+F (S)/(l+TS)
a
(5.4.22)
Aufgrund der Ähnlichkeit dieser Obertragungsfunktion zu de-
nen für einen einzelnen Amplituden- oder Phasenregelkreis
(vgl. (5.3.13, 14) können wir auch ähnliche Ergebnisse für
das Dämpfungsverhalten erwarten; auf eine weitere Diskussion
kann daher verzichtet werden. Die Realisierung der Koppel-
netzwerke ist außerordentlich einfach, wie Bild 5.10 zeigt.
R·C = _t_ V = 1'1
0
'1210'12 R·C =t v=y
Bild 5.10: Realisierung für die Koppel~etzwerke
Bei dem Koppelnetzwerk K12 von der Phase auf die Amplitude
handelt es sich um ein einfaches Verzögerungsglied erster
Ordnung (lag filter) und bei dem Koppelnetzwerk K21 von der
Amplitude auf die Phase um ein Differenzierglied (lead fil-
ter) .
Wenn ein Betrieb des Resonators auf der Flanke y ~ 0 not-
wendig ist, erhöht einerseits das vorgeschlagene Entkopp-
lungsnetzwerk die Übersichtlichkeit des Stabilitätsentwur-
fes und erlaubt andererseits mittels der Amplitudenschlei-
fe in der hinlänglich beschriebenen Weise meohanische Vibra-
tionen zu dämpfen.
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Eine zweite Möglichkeit der Entkopplung kann man direkt aus
der charakteristischen Gleichung (5.4.20) ablesen. Für
K12F~ = Y verschwindet der ganze zweite Term und die Stabi-
lität des Gesamtsystems hängt überhaupt nicht mehr von den
mechanischen Eigenschaften ab. Um diesen Effekt besser zu
verstehen, ist es zweckmäßig, sich die Regelstreckenmatrix
G noch einmal genauer anzusehen.
Dazu gehen wir zurück zu der linearisierten Näherungsdiffe-
rentialgleichung der Regelstrecke in (5.3.4). Wenn man die
Aufgabe hätte, die Differentialgleichung als Analogrechen-
schaltung aufzubauen, würde man am einfachsten in folgender
Weise auflösen:
öv = 1 (-öv + yö~ + ÖV )LS g (5.4.23)
ö~ = 1LS (-yöv -ö~ + yövg +LÖW)
Der zugehörige Signalflußgraph ist in Bild 5.11 a) gezeich-
net.
a)
-1
b)
tOw 61jl
G - I+T5Ijl--N-
c)
1
1+'t5
1+'t5+y2
Bild 5.11: Verschiedene Signalflußgraphen für die
Regelstrecke G(s) ohne elektromechani-
sche Rückwirkung.
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Bis auf eine Vorwärtskopplungam Eingang sind alle Kopplungen
von den Ausgängen auf die Eingänge gerichtet, gerade im Gegen-
satz zu der in Bild 5.11 b) noch einmal wiedergegebenen P-ka-
nonischen Struktur. Das ist der Grund dafür, daß die sogenann-
te V-kanonische Struktur, bei der jeder Ausgang Kopplungen zu
allen anderen Eingängen hat, bei der vorliegenden Strecke zu
wesentlich einfacheren O'bertragungsfunktionen führt. Die sich
ergebende V-kanonische Struktur der Strecke ist im Bild 5.11 c)
dargestellt. Der Vorwärtszweig wird durch eine Diagonalmatrix
H:
1
H :: ( l~TS o1 ) (5.4.24)
gebildet und der Rückwärtszweig durch eine Matrix Q, deren
Diagonalelemente Null sind:
Q :: (
o
Y1'S
(5.4.25)
Der mathematische Zusammenhang mit der P-kanonischen Struk-
tur ist gegeben durch:
Es ist natürlich kein Zufall, daß die Diagonalelemente der
Matrix g gerade identisch mit den jeweiligen Streckenüber-
tragungsfunktionen nach erfolgter Entkopplung sind (vgl.
Bild 5.9. b».
Wenn man zu Q eine Koppelmatrix parallel schaltet, die gera-
de die Rückkopplung Q12 :: y von der Phase öq, auf die Genera-
toramplitude öVg aufhebt, kann ein Störsignal, das aus der
Amplitudenschleife kommend den Zweig Gm passiert und so in die
Phasenschleife gelangt, auf keinem Wege wieder zurück in die
Amplitudenschleife kommen. Das bedeutet aber: die elektrome-
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chanische Rückkopplung ist völlig unterbrochen, gerade so,
als ob der Resonator in Resonanz bei y = 0 betrieben würde.
In Bild 5.12 a) ist diese Situation mit einem Signalfluß-
graphen illustriert.
a)
-1
-1
b)
K;;Y
OV -Ov
G
Oll' -&p
-ytS
K --21- 1+tS
;;_ Galj)
GIj)
-1
-1
Bild 5.12: Signalflußgraph für das Amplituden-Phasenregel-
system mit Rückwärtsentkopplung
a) vor und b) nach der Entkopplung
Die Änderung gegenüber Bild 5.9 a) besteht lediglich darin,
daß der Koppelzweig K12 vorn Punkte A zunächst auf -5~ zurück-
verlegt wurde und anschließend unter Vorzeichenwechsel auf
+5~ geschwenkt und gesetzt wurde:
(5.4.27)
Für K(s) = y ergibt sich die oben beschriebene zweite Form
der Entkopplung, die zu dem Signalflußgraphen in Bild 5.12 b)
führt. Die charakteristische Gleichung zerfällt ebenso wie
bei der ersten Methode in zwei unabhängige Teile (vgl.
(5.4.20»:
(5.4.28)
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Diese zweite Entkopplungsmöglichkeit ist identisch mit. der
bereits im Abschnitt 5.3 im Zusammenhang mit einer Amplitu-
denregelschleife diskutierten.
Wenn es zweckmäßig ist, den Resonator auf einer Flanke zu be-
treiben, etwa aus den zu Beginn des Abschnitts 3 .• 6 genannt-en
Gründen, haben wir mit der zweiten Entkopplungsmethode nach
Bild 5•. 12 ein wirkungsvolles Instrument in der Hand ,die mit
dem Flankenbetrieb verbundene ponderomotorische Instabilität,
und zwar sowohl die monotone als auch die oszillatorische
Instabilität, zu beseitigen.
Zusammenfassend kann. man sagen: Mit den in den Abschnitten 5.1
bis 5.4 abgeleiteten und diskutierten Rückführungen sowie Ent-
kopplungsmaßnahmen , steht ein breites Spekt r-um an Möglichkei-
ten zur Verfügung, die ponderomotorische Stabilität eines ge-
gebenen Resonators sicherzustellen bzw. die ponderomotorischen
Kräfte als Dämpfungskräfte zu verwenden.
Von den im gegebenen Anwendungsfall vorliegenden Zusatzbedin-
gungen hängt es ab, welche Kombination deI" vorgeschlagenen
Maßnahmen Verwendung finden wird.
Auf eine derartige Zusatzanforderung im Falle eines Helixreso-
nators für einen supraleitenden Protonenlinearbeschleuniger 6)
wird im Abschnitt 6.5 zurückzukommen sein.
--- - -- -_ _.._. .- .._._ _---_._--_ - ------------
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6. Vergleich der Theorie mit Experimenten an einem supra-
leitenden Helixresonator
Von entscheidender Bedeutung für die Wirksamkeit der elektro-
mechani~chen Rückkopplung ist die Größe des äquivalenten Feld-
pegels Vo sowie der elektromechanischen Kopplungsfaktoren k~.
Zunächst ist es daher interessant, sowohl theoretisch als auch
experimentell den (die) Kopplungsfaktor(en) der Helix zu er-
mitteln ..
6.1 Elektromechanischer Kopplungsfaktor der Helix
Der grundsätzliche Aufbau eins A/2-Helixresonators für einen
Teilchenbeschleuniger ist in Bild 6.1 dargestellt. Die Eigen-
schaften des elektromagnetischen Feldes werden hier im Gegen-
satz zu Koaxial- und Topfresonatorennicht so sehr vom Außen-
leiter mit dem Durchmesser 2b, sondern im wesentlichen von den
geometrischen Abmessungen des Helixkörpers selbst bestimmt.
KÜHLUNG
~ HF-ANKOPPLUNG
n--or---, n-------'I'---~~
VAKUUM-
PUMPE
t
Bild 6.1: Prinzipskizze eines A/2-Helix-Resonators
zur Teilchenbeschleunigung
Mit 2a soll der Durchmesser des Helixkörpers, mit 1 dessen
Länge und mit s die Steigung bezeichnet werden. Die einge-
zeichneten Pfeile geben die Richtung und den B~trag des Hoch-
frequenzstroms für die Grundschwingung (A/2) an.
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Die zum Beschleunigen der Teilchen benötigte elektrische z-
Feldstärke auf der Achse I' :: 0 (typisch2MV/m) ist mit Hoch-
frequenzströmen von der Größenordnung 500 A verbunden, die
die Helix im wesentlichen in Achsrichtung deformieren.
Um die aus dieser Deformation resultierende statische Frequenz-
verschiebung 6w
o
berechnen zu können, müssen wir uns ein mög-
lichst genaues Bild von den elektromagnetischen und den mecha-
nischen Eigenfunktionen der Helix machen. Dazu wird zunächst
nach dem im Kapitel 2 dargestellten Formalismus mit zwei ein-
fachen Modellen ein grober Ausdruck für die Frequenzverschie-
bung abgeleitet; anschließend wird der Ausdruck mit experimen-
tellen Ergebnissen verglichen und der Einfluß der verschiede-
nen Näherungen genauerdiskutiert.
Die einfachste Näherung für das elektromagnetische Verhalten
der Helix ist das sogenannte Schichtmodell (sheath model) 36).
Die Helix wird hierbei durch einen in Achsrichtung unendlich
ausgedehnten unendlich dünnen .Metallzylinder mit dem Radius a
ersetzt, in dem die Ströme nur in der ursprünglichen Draht-
richtung fließen können.
Zunächst soll angenommen werden, daß aufgrund der metallischen
Stützen der Helix bei z :: 0 und z :: 1 nach Bild 6.1 an den
Helixenden maximaler Strom fließt. Daraus folgt, daß an den
Enden auch die Hz-Feldstärke maximal ist. Aus den Randbedin=
gungen an der Schicht kann man sichklarmachen, daß an den En-
den auch die E -Komponente maximal ist. Daß.es sich hier nicht
z
um eine echte Kurzschlußebene senkrecht zur Helixachse handeln
kann, macht man sich leicht daranklar, daß dann die-H -Kompo-
z
nente verschwinden müßte, wasim·Widerspruch zu-der obigen-An-
nahme st~ht. Die wichtigsten Feldkomponenten der stehenden Wel-
le sind in Tabelle 6.1 zusammengestellt. Die radiale Wellen-
zahl
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ist bei kleinem Steigungswinkel praktisch gleich der Wellen-
zahl "v in Achsrichtung.
0 s r < a r > a
Ez/ 2Eo 10 lk"rl cos kvz cos wyt
Iolk"al
Kolkllrl cos kyz cosWy t
KOlk\lal
Er/2Eo I1lk"rl sinkyz'coswyt
lolkllal
K1lk"rl sin kyz coswyt- Kol k"al
Hz/ 2Ho IOlk\lrl COS ky2 sin wyt -
Il l kva l Kolk"rl coskcz sin wyt
K1lk",al
Hr/ 2Ho 111 k"rl sin ky2 sin wyt
Il l k"al Kllkvrl sin kV 2 sin wytKl1k"al
Tabelle 6.1: Feldkomponenten der Helix nach der
Schichttheorie
In dem für die Bescnieunigeranwendung wichtigen Parameterbe-
reich sind die azimutalen Feldkomponenten gegenüber den axia-
len und radialen vernachlässigbar. I und K sind die modifi-
zierten Besselfunktionen erster und ,zweiter Art. E ist die
o
elektrische Achsfeldstärke der laufenden Welle und Ho die ma-
gnetische Achsfeldstärke, deren Relation zu E lautet:
o
/r
o
(Kv a )K1 (Kva)
~
11 ( KVa)Ko ( Kva)
(6.1.1)
wobei Zo die Vakuumwellenimpedanz mit Zo =120 'irQ ist. Die Be-
ziehung zwischen den Eigenfrequenzen W
v
und den zugehörigen
Wellenzahlen "v <Dispersionsrelation) ist gegeben durch:
wobei c die Wellengeschwindigkeit im Vakuum ist.
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Auffallend an den stehenden Helixwellen ist, daß die zum Be-
schleunigen benötigte TM-Welle immer von einer TE-Welle be-
~leitet ist, wobei die beiden z-Komponenten die gleiche z-Ab-
hängigkeit besitzen.
Aus Gründen der übersichtlichkeit wurde der Einfluß des endli-
chen Außenleiterradius b nicht berücksichtigt. Es würden sich
nur Feldänderungen im Außenraum a<r<b ergeben, die für b/a>2
in bezug auf alle wichtigen Kenngrößen20 % nicht übersteigen.
Der Hz-Sprung an rlerSchicht r =a.wird durch die Schichtströ-
me und der Er-Sprung durch die Schichtladungen verursacht. Da-
mit lassen sich die Lorentzkräfte in Achsrichtung sehr einfach
angeben:
F'(.z. ,t)=2rra(E E (K a)äE (K a)+~ H (K"a)AH (K"a»)o z v r v 0 I' v Z v (6.1.3)
Der Strich soll andeuten, daß es sich hierbei um den in der Schic~
wirkenden Kraftgradienten handelt. Für den elektrischen Feld-
stärkesprung gilt genauer:
(6.1.4)
und entsprechend für die magnetische Feldstärke:
(6.1.5)
Wenn man die Feldstlrken nach Tabelle 6.1 einsetzt und (6.1.1)
benutzt, erkennt man, da! der zeitlich gemittelte Beitrag der
elektrischen Felder zum Kraftgradienten in z-Richtung gleich
dem der magnetischen Felder ist. Man erhält dann:
(6.1.6)
Nach (2.1.12) soll nun der Kraftgradient in das System der me-
chanischen Eigenlösungen zerlegt werden.
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Das einfachste dem Problem angepaßte mechanische Modell der
Helix ist das eines "weichen" Stabs mit fest eingespannten
Enden. Für die Eigenlösungen ergibt sich mit der Orthonorma- .
litätsbedingung entsprechend (2.1.13)
sowie
1
r ~,,(z)dz = öv llV
~ = 0 für z=O und z=1II
(6.1.7)
Die mechanische Dispensionsrelation ist ,in diesem einfachen
Fall rein linear; für die elektrische Dispersionsrelation
(6.1.2) galt das nur für K a»1:
v
n = K • vL = K 4;-II II II m (6.1.10)
VL ist die Geschwindigkeit der Schallwelle langs der Helix-
achse. Dabei ist c' der Federkonstantenbelag:
c ' =
(D4_d4)G
64 ..wa3
(6.1.11)
G - Schubmodul
D - Drahtaußendurchmesser
d - Drahtinnendurchmesser
w - Windungszahl (w=t!s) und
m' der Massenbelag:
p - Dichte des Materials
(6.1.12)
Die Ortsabhängigkeit von F'(z) ist gerade identisch mit der
einer der mechanischen Eigenfunktionen. Daher erhält man in
der Entwicklung nach (2.1.12):
Fr = 1
1-1 I
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tI F'(z)411-l(Z) dz
o
(6.1.8)
in diesem idealisierten Falle nur einen Term, n~mlich:
4'7fa E2 1
I o'K'Ja)Fr
= EO2'J I'l 0 K'Ja Ko(K'Ja)
(6.1.9)
Da die Dichtemodulation des Materials proportional dem Kraft-
gradienten ist, ergibt sich aus einem Koeffizientenvergleich
von ~ = Iq ep. und Fr = Lr'ep für den Deformationsbeitrag des
1-1 1-1 1-1 lJ
Modes lJ:
(6.1.10)
Die gesamte Arbeit der elektromagnetischen Kr~fte ist entspre-
chend C2. 1. 14) :
A = tL q F'
1-1 1-1 l.l
(6.1.11)
Die Arbeit A ist doppelt so groß wie die der Auslerikung zuge-
ordnete potentielle Energie U. Sie läßt sich daher auch in der
üblichen Form anschreiben:
R-
A 2U 2 1 c r f (a~)2dz (6.1.12)= = • 2" az
0
Nach Einsetzen von C6.lo9) in (6.1.11) ergibt sich:
mit
IoCIC'Ja)
Ko{lCva)
(6.1.13)
(6.1.14)
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Die in dem Zylinder o~z~t, o~r<ClO und 0~0~27T gespeicherte elek-
tromagnetische Energie W läßt sich nach (2.1.7) mittels Tabel-
le 6.1 berechnen. Es ergibt sich näherungsweise:
(6.1.15)
Wegen (2.1.3, 4) ergibt sich damit für die relative Frequenz-
verschiebung des R~sonators für den elektrischen Mode v:
=
A
=W (6.1.16)
Die Modeabhängigkeit der relativen Frequenzverschiebung ist
damit die gleiche wie für die gespeicherte Energie. Die abso-
lute Frequenzverschiebung erhält man durch Einsetzen von
(6.1.2) in (6.1.16):
(Aw) =-o v
sE 2
o
") ... 17
""\,..: LJ
o
(6.1.17)
mit I Io(Kva)
11(KVa)Ko(Kva)K1(KVa)
(6.1.18)
Zo - Vakuumwellenimpedanz, s - Steigung.
In Bild 6.2 sind die beiden Funktionen 01 und a 2 dargestellt.
Bild 6.2:
Normierte rela-
tive Frequenzver-
schiebung a1 und
absolute Frequenz-
verschiebung a 2
als Funktion der
Wellenzahl
2o
20 n-r-----,....---........,r----r~--,---r-----,
15 H-t----f---------1--J~---+-JL.c..-------I
10 I-+-+----+------+-t-----F--f--------j
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Das Minimum der relativen Frequenzverschiebung liegt bei
Kva = 1.1 und das der absoluten Frequenzverschiebung bei
Kva = 0.7. Das ist glücklicherweise gerade der Bereich, der
aus ganz anderen Gründen für die Beschleunigeranwendung op-
timal ist. Und zwar ist man bestrebt, den Resonator so aus-
zulegen, daß man bei gegebener Achsenfeldst!rke E eine mög-
o
liehst kleine gespeicherte Energie W erh&lt, d.h. nach (2.2.6)
eine möglichst große Shuntimpedanz Z. Wegen der gleichen Ab-
h!ngigkeit von der Wellenzahl für W (6.1.15) und (~wo)v
(6.1.17) fallen die Bedingungen nach möglichst großem Z und
möglichst kleinem (Awo)v gerade zusammen.
Nach der Definition (2.3.3) erh&lt man für die idealisierte
,..
Helix für Eo = Vo unter Verwendung von (6.1.11) schließlich
einen elektromechanischen Koppelfaktor k:
32
k = Z"G
o
(6.1.19)
Für eine Helix mit den Parametern:
a • ~.2 cm, S = 1 cm, I = 9 cm, D = 0.6 cm~ d = 0.4 cm
aus Niob wurde für. eine Achsenfeldstärke der laufenden Welle
Eo = 1 MV/rn im Grundmode v = 1 eine Frequenzverschiebung von
500 kHz gemessen 37>. Die Frequenzverschiebung war dabei so
streng proportional E2, daß sie als Meßgröße für die Feld-
o
st&rke benutzt werden konnte.
Nach (6.1.9) ist die Kraftdichte Fi = 1,7 ~, nach (6.1.10)
die maximale Auslenkung 0,06 mJn, nach (6.1.13) die Arbeit der
elektromagnetischen Kr!fte 9-10-5 Joule und nach (6.1.15) die
gespeicherte Energie 3.10- 3 Joule. Damit erh!lt man eine rela-
tive Frequenzverschiebung von 3.10-3• Bei einer Grundfrequenz
w1 = 72 MHz nach (6.1.2) ergibt sich eine theoretische Fre-
quenzverschiehung von 220 kHz. Die tats&chliche Eigenfrequenz
war 90 MHz; damit würden sich sogar 270 kHz Frequenzve.rschie-
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bung ergeben. In Anbetracht des recht groben Modells muß die
übereinstimmung bis auf einen Faktor 2 mit dem experimentel-
len Wert 500 kHz als gut bezeichnet werden.
Zwei praktische Fehlerquellen müssen dabei noch bedacht wer-
den. Zum einen ist die Feldstärke E
o
= 1 MV/m nicht direkt ge-
messen worden, sondern über ein verbessertes Schichtmodell
aus der Messung der GUte und der im Resonator verbrauchten
Leistung berechnet worden. Zum anderen wurde bei der Berech-
nung der Federzahl Ci der Schubmodul von Niob benötigt, für
den es keine genauen Werte gibt; außerdem lassen sich die Rohr-
durchmesser D und d nicht sehr genau messen. Daher wurde die
Federzahl direkt statisch und dynamisch experimentell bestimmt.
Es ergab sich in unserem Beispiel Ci =5.9 kp. Diese Messung
korrespondiert zu einem Schubmodul fUr Niob von 3000 kp/mm2 •
Der elektromechanische Koppelfaktor ist nach (6.1.19) k =
0,2 MHz •
(MV Im) 2
An dieser Stelle sei erwähnt, daß die statische Frequenzver-
schiebung der Helix bereits in zwei Arbeiten behandelt wurde.
In einer älteren Arbeit des Autors 7) ist Aw zwar proportional
E;, aber der Betrag ist um 2-3 Größenordnungen zu klein. Nach
einer Arbeit von Sierk 38) ist Aw nicht nur viel zu klein,
sondern auch noch proportional E~, was nach den bisherigen
Erfahrungen ausgeschlossen werden kann.
Die wichtigsten theoretischen Fehlerquellen für die relative
Frequenzverschiebung nach (6.1.16) sind:
I. Feldverzerrungen aufgrund der endlichen Helix-
länge 1
11. FeldUberhöhungen zwischen den Windungen
111. Feldveränderung durch den endlichen Außenleiter-
radius b.
IV. Störung der mechanischen Eigenschwingungen durch
die federnde Aufhängung (Helixbeine)
V. Anregung von mechanischen Transversalschwin-
gungen.
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Eine anschauliche Vorstellung von dem Randfeldeffekt I kann
ein frei Hand gezeichnetes Bild der elektrischen und magne-
tischen Feldlinien vermitteln (nicht gerechnet!).
E - Feldlinien
bei wvt =0°
H- Feldlinien
beiwvt =90°
Bild 6.3: Feldlinien eines Helixresonators.
Der linke Teil in Bild 6.3 von z :: 0 bis z :: '112 entspricht
den in Tabelle 6.1 aufgefUhrtenFeldkomponenten, wenn man
einen Außenleiter hinzunimmt. Dabei wurden oberhalb der Sym-
metrieachse nur die elektrischen und unterhalb nur die magne-
tischen Feldlinien eingezeichnet. Weil es im Raum für z>1,
r<b weder Ladungen noch Ströme gibt, werden sich die magneti-
schen Feldlinien schon früher schließen und die elektrischen
von der Wand angezogen. In beiden Fällen wandern die Maxima
der H - bzw. E -Feldstärke in den Helixkörper z<1 hinein.z z· .
Für die theoretische Behandlung sei auf zwei Arbeiten hinge-
wiesen. G. Rotter 39) berechnet die realen Felder durch Hin-
zunahme von Dämpfun~smoden im Innenraum O<z<~ und Außenraum.
E. Sauter 40) berechnet die Stromverteilung-aus einer auf
Hallen zurückgehende Integralgleichung und der Randbedingung
fUr den Strom bei z::O und z=L, die zu der gemessenen Frequenz
der Helix (mit den vorhergenannten Parametern) von ~D MHz
paßt. Er erhält etwa die in Bild 6.3 a) wiedergegebene Strom-
verteilung.
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Bild 6.4: Stromverteilung a) und Kraftgradien-
ten b) nach dem Schichtmodell und bei
Berücksichtigung der endlichen Länge
Zum Vergleich ist die cos-Verteilung nach dem Schichtmodell
eingezeichnet. Das Maximum der Stromstärke I auf der Helix
rückt, wie es nach Bild 6.3 zu erwarten dar, nach innen. Dar-
aus ergeben sich die in Bild 6.4 b) dargestellten Kraftgra-
dienten, die proportional zu ~z (I 2) sind. Im Gegensatz zu
dem idealen Fall der sin-Verteilung ergeben sich nun im In-
tegral (6.1.8) auch Beiträge für die höheren mechanischen
Harmonischen mit geradzahligem Index. In Abschnitt 6.3 wird
darauf zurückzukommen sein.
Die Fehlerquelle II, der Einfluß der Feldüberhöhung in der
Nähe der Windungen, wurde bereits von Sierk38) an dem Modell
einer unendlich langen Helix mit realen Drähten untersucht.
Nach diesem Modell, das direkt auf den Schichtmodellfeldern
aufbaut, ergibt sich im praktisch interessanten Bereich
D/s~0.5 annähernd der gleiche Kraftgradient F'(z) wie der in
(6.1.6) direkt aus dem Schichtmodell berechnete. Unter der
Voraussetzung, daß sich der Effekt der endlichen Helixlänge t
und der Effekt des endlichen Durchmessers D des Helixdrahtes
nicht sehr stark beeinflussen, sollte man daher die Fehler-
quelle 11 ausschließen können.
Der Einfluß des endlichen Außenleiterradius b kann, wie be-
reits erwähnt, nach dem Schichtmodell prinzipiell berücksich-
tigt werden und bringt für b/a>2 sicherlich Abweichungen <20%.
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Eine genauere Diskussion ist wegen des unbekannten Fehlers
in Punkt I nicht sinnvoll.
Die Annahme ~u= 0 für z=O und z=t ist eine Näherung, da die
Helixbeine, die etwa die Länge b haben, eine endliche Feder-
konstante cb besitzen.
Für einen Stab der Länge b gilt:
3E I
cb = ---,,--b"
(6.1.20)
E ist der Elastizitätsmodul und I das Flächenträgheitsmoment.
Wenn das Bein aus dem gleichen Rohr wie die Helix besteht,
gilt:
(6.1.2i)
Die Annahme von mechanisch festen Enden bei z=O und z=l be-
deutet hier cb+=. Bei kleinen Eigenfrequenzen wird man daher
nur dann eine geringfügige Frequenzänderung erwarten können,
wenn cb»cr/~. Da die Beine bei kleinen Frequenzen nur poten-
tielle Energie aufnehmen, werclen die Helixeigenfrequenzen er-
niedrigt.
Das elektrische Analogon der fe~ernd abgestützten Helix ist
ein schwach kapazitiv belasteter Leitungsresonator. Dabei
gelten die Korrespondenzen:
Kraft - Spannung, Geschwindigkeit - Strom, Masse -
Induktivität, Federkonstante - i/Kapazität, feste
Einspannung - Leerlauf und loses Ende - Kurzschluß.
nie technische Helix kann man als näherungsweise symmetrisch
zur Mitte z = 1./2 ansehen. Daher gibt es auch hier zwei Sor-
ten von mechanischen Eigenschwingungen: die symmet.rischen mit
(6.1.22)
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~'(t/2) : 0 sollen mit ~ : 1,3,5,7 .•. abgezählt werden und
die unsymmetrischen mit ~ (t/2) : 0 mit ~ : 2,4,6,8 ...•.
Die Eigenwertgleichung des in Bild 6.5 a) dargestellten Mo-
dells erhält man aus der Bedingung, daß sowohl die Lage ~(z)
•als auch die Geschwindigkeit ~(z) an der aufgeschnittenen
Stelle gleich sein müssen.
x:O--
z:t x~ -"11 (x)zoo )~(x)
I ,
I Cb L
C G zoo Z:2"~. c',m'! m' Ib
, x: b --- c', m'
, Io-...-.z
I ,
t---g(zl I II
.......... z
a) b) I:--glz)
Bild 6.5: Mechanische Modelle der federnd
aufgehängten Helix.
Mit anderen Worten: die mechanischen Impedanzen, die hier we-
gen der zunächst angenommenen Verlustfreiheit reine Reaktan-
zen sind, müssen an der aufgeschnittenen Stelle übereinstim-
men. Zweckmäßigerweise verwenden wir hier die mechanischen
Leitwerte Y. Der Leitwert der Feder Yb ist:
in
= ----!!
eb
Der an die Stelle z = 0 transf.crmierte Leitwert der Helix ist:
1
let -mt
n !
cotan (~ - rr (1+(-1)~»2v "4L
(6.1.23)
Mit mt = 234g/cm für die Helix mit dem vorhergenannten Parame-
tersatz, das direkt aus einer Wägung gewonnen wurde, ergeben
sich theoretisch für Yb = 0, also feste Enden, Eigenfrequenzen
von n = 2rr~-24 Hz, ~= 1,2,3 ••.. Mit einem Elastizitätsmodul~
für Niob von E = 10700 kp/mm2 und einer Beinlänge b = 15 cm er-
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hält man aus Yh = Yb nach Bild 6.6 für die ersten 4 Eigen-
frequenzen: D1 = 2w-22,5 Hz, D2 = 2w·45 Hz, 03 = 2w·69 Hz
und D4 = 2w·92 Hz.
~.y
I
( WILLKÜRLICHE)EINHEITEN
2 3
I
I
I
I
I
I
I
I
I
I
: /
I /
i/
/
I
I
I
I
~~ [Hz]
Bild 6.6: Graphische Konstruktion zur Berechnung der
Eigenfrequenzen der federnd aufgehäng~en
Helix nach Bild 6.5
Tatsächlich wurden bei dieser Helix gemessen: 01/2w = 23 Hz,
02/ 2'IT = 46 Hz und 04/2'1f = 89 Hz. 01 wurde durch externe Kräf-
te angeregt (z.B. Vakuumpumpe), während Q2 und D4 aufgrund
der geeigneten Symmetrie nach Gleichung (6.1.8) durch die elek-
tromagnetischen Kräfte angeregt werden konnte (vgl. dazu Ab-
schnitt 6.3).
Zum Vergleich wurde in Bild 6.6 ein 'verbesserter Beinleitwert
gestrichelt eingezeichnet. Zur Berechnung dieses Verlaufs muß
die Massenverteilung des Beins berücksichtigt werden. In Bild
6.5 b) ist ein verbessertes Modell der Aufhängung der Helix
gezeichnet. Wenn die Helix Longitudinalschwingungen ausfUhrt,
wird da$ Bein auf Biegung beansprucht. Der Zustand des Beins
wird beschrieben durch die 4 Koordinaten: Transversalauslen-
•kung n(x), Transversalgeschwindigkeit -n(x), den Drehwinkel
8(x) und die Winkelgeschwindigkeit 6ex).
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Wenn man die Drehmomenten-Kopplung bei x = b bzw. z = 0 ver-
nachlässigt, erhält man mit dem Rayleigh-Ansatz 25) nach eini-
gen Umformungen für neo) = 0 und 8(0) ='0 folgenden verbesser-
ten Ausdruck für den mechanischen Leitwert des Beins:
i Re/in~2b7Vb sin/in~2b7vb
n~ntbb 1 • Re cosl in~ 2'blvb
(6.1.24)
Dabei ist mb die Massebelegung des Beins; hier gilt:
(6.1.25)
(6.1.26)
(6.1.27)
vb ist eine äquivalente Geschwindigkeit mit: vb = Icb/mb
entsprechend (6.1.10) und cb eine äquivalente Federzahl mit:
I EI E'Il'(D4-d4)
cb = b2 = 64 b 2
Die Geschwindigkeit vb hängt daher mit der transversalen Wel-
lengeschwindigkeit vl auf folgende Weise zusammen:
)D2.d2
4b
Für kleine Argumente n~~b «1 geht selbstverständlich (6.1.24)
in (6.1.22) über, was si~h wegen cb = 3 cb/b nach (6.1.20, 26)
leicht zeigen läßt.
In Bild 6.7 ist der normierte mechanische Leitwert (Suszeptanz)
des Beines aufgetragen.
Die Pole des Leitwerts Yb entsprechen im elektrischen Analogon
einer Serienresonanz und die Nullstellen einer Parallelresonanz.
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Bild 6.7: Mechanischer Leitwert eines transver-
sal schwingenden Stabs nach (6.1.24).
Im Gegensatz zu den Helixresonanzen gehorchen die Beinreso-
nanzen wegen der Biegedifferentialgleichung 4. Ordnung einer
annähernd quadratischen Dispersionsrelation. In unserem kon-
kI'eten Anwendungsfall ist nur der Bereich unterhalb der er-
sten Beinresonanz, der bei 160 Hz liegt, interessant. Wenn
man den Frequenzgang des Beinleitwertes nach Bild 6.7 mit dem
richtigen Maßstab in 6.6 einzeichnet, ergibt sich gerade die
gestrichelte Kurve und damit gute Übereinstimmung mit den Meß-
werten. Für höhere mechanische Eigenfrequenzen, die z.B. über
die elektromechanische Kopplung beim Betrieb der Helix in
einer elektrischen Oberharmonischen angeregt werden können,
kann die Aufhängung sogar wie eine Masse wirken (+ induktiv
belastete Leitung).
Für unser Beispiel ist das der Fall im Bereich 160 Hz < -B.<
- 2'!!'.-
700 Hz (vgl. Bild 6.7) .. In diesem Bereich sind die tatsäch-
lichen Eigenfrequenzen kleiner-als die Leerlauffrequenzen
bei Yb = o.
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In Bild 6.8 sind abschließend noch einmal die ersten vier
mechanischen Eigenfunktionen $ (z) zu dem behandelten Bei-
. U
spiel zusammengestellt. Als Vergleich wurden auch die Eigen-
funktionen für die beiden Grenzfälle Yb = 0 (feste Enden)
und Yb = ~ (lose Enden) eingezeichnet.
Helix mit festen Enden
Vb" 0
Helix mit Beinen
Vb nach (6.1.241
Helix mit losen Enden
Vb =00
Grundwelle
4>1 (zl
1O.05~
z:O z:L
J L
l.Oberweüe
4>2(zl
2.0berweUe
'P31z1
3.0berwelle
4>4 (z 1
Bild 6.8: Mechanische Eigenfunktionen der Helix für
-1
verschiedene Abschlußimperlanzen Yb .
Wenn man die Maximalausschläge der Auslenkung I$u l = 1
. . max
setzt, ergibt sich für die Auslenkungen am Rande: $1(0) =
$1(1) = 0.05, $2(0) = -$2(1) = 0,05, $3(0) = $3(1) = 0,06
$4 (0) = - $4(1) = 0.07. Für die betrachtete Helix mit b/a
= 3.6, b/1 = 1.65 und w = 9 wird die Näherung Yb = 0 für
das Integral (6.1.8) auf etwa 10'% genau sein.
Die Fehlerquelle Yergibt sich unmittelbar aus der der Berech-
nung des mechanischen Leitwerts der Aufhängung zugrundelie-
genden Annahme, daß an den Enden z = 0 und z = 1 keine Mo-
mente vom Bein auf die Helix übertragen werden. Die relativ
gute übereinstimmung zwischen Messung und Rechnung deutet
darauf hin, daß die genannte Voraussetzung erfUllt ist. Die
korrekte Berücksichtigung der Momente an den Rändern würde
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den Rahmen dieser Arbeit erheblich übersteigen, da nun die
Transversalbewegung der Helix mit in Betracht gezogen werden
muß. Bei der Biegedifferentialgleichung der Helix kann, wie
das bei schlanken Stäben der Fall ist, der Querkraftterm nicht
mehr vernachlässigt werden 41). Außerdem wUrde man dann auch
noch den Einfluß der statischen Durchhängung der Helix infol-
ge ihres ,Eigengewichts sowie durch Axialkräfte parametererreg-
te Transversalschwingungen 42) betrachten mUssen.
Zusammenfassend kann man sagen: Die wichtigste Fehlerquelle
für die statische Frequenzverschiebung nach (6.1.16) liegt
in dem nicht berücksichtigten elektrischen Randfeldeffekt.
Eine Korrektur nach dem von Sauter 40) verwendeten Modell
sollte genügend genaueVorhersagen für die bei gegebener Be-
schleunigungsfeldstärke Eo zu erwarten.den statischen Frequenz-
verschiebungen ermöglichen.
6.2 Aufbau und Eigenschaften des verwendeten Phasenregelsystems
Der grundsätzliche Unterschied zwischen den Anforderungen an
Amplituden- undPhasenregelkreise für normalleitende und su-
praleitende Resonatoren liegt darin, daß bei normalleitenden
Resonatoren vor allem das Führungsverhalten wichtig ist, weil
wegen der hohen Verlust leistungen nur imPulsbetrieb gefahren
werden kann, w~h!'end supraleitende Resonatoren im Dauerstrich
betrieben werden können. Bei den letzteren wird aufgrurid der
sehr geringen relativen Bandbreite 0.0- 6 - 10-9) das Störver-
halten wichtig, weil bereits bei sehr kleinen Generator- oder
Eigenfrequenzstörungen die Leistungsanpassung verloren gehen
kann.
In Bild 6.9 ist der für die folgenden Messungen benutzte Pha-
senregelkreis dargestellt. Hierin wurden nur die wichtigsten
für das Verst~ndnis der Wirkun.gsweise notwendigen Baugruppen
eingezeichnet. Eine ausführliche Darstellung findet man bei
H. Strube 43'
-~--------
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Bild 6.9: Phasenregelkreis mit spannungsgeregel-
tern Oszillator (VCO).
Starke Linien: Trägerfrequenzleitungen
Dünne Linien: Signalfrequenzleitungen.
Der Oszillator treibt über einen Leistungsverstärkereinen
bei 90 MHz schwingenden X/2-Helixresonator. Die Resonator-
phase wird mit der Eingangsphase mittels eines phasenemp-
findlichen Gleichrichters verglichen, dessen verstärkte Aus-
gangsspannung dem Frequenzsteuereingang des Oszillators zu-
geführt wird.
Die wichtigsten Daten der verwendeten Ger!te sind:
VCO:
Bandbreite 0
bei 80 kHz);
Stellbereich
stung 20 mW
T 400 kHz (45 0 Phasenverschiebung aber bereits
Empfindlichkeit im Arbeitspunkt 77 kHz/Volt;
<2 MHz bei 90 MHz Mittenfrequenz; Ausgangslei-
an 50 Q.
--- ----------------~-- ~~
- 11+0a-
Hf-Leistungsverstärker:
Bandbreite 1 MHz; abstimmbar, Ausgangsleistung 5 W; Ausgangs-
impedanz >:> 500.
Phasenempfindlicher Gleichrichter:
Bandbreite 0,2 f 500 MHZ; Empfindlichkeit im Arbeitspunkt
0,5 Volt/60°; Meßbereich 14>1 <90°.
Ansteuerverstärker:
Bandbreite ° + 100 kHz; Spannungsverstärkung 1:20 bis 1:100.
Die wahlweise zusätzlich verwendeten Gleichspannungsverstärker
haben bei 200 kHz eine Phasenverschiebung von ~ 1+5°. Die 3 dB-
Punkte der Verstärkung liegen ähnlich wie beim VCO wegen induk-
tiver Kompensation erheblich höher.
Mit der Posaune 2 wird die Leitungslänge 12 so eingestellt, daß
im Sollzustand der Phasendetektor 0 Volt Ausgangsspannung hat.
Da dessen Ausgangsspa.nnung proportiona.l cos4> ist und die Refe-
renzphase aus einem 900-Richtkoppler der Hauptleitung entnom-
menwird, muß nach den Bezeichnungen in Bild 6.8 gelten:
(6.2.1)
wobei At die Wellenlänge auf den Leitungen und e die Resonator-
phasenverschiebung e = -arctany ist. VCO und Leistungsverstär-
ker sind möglichst gut auf Resonanz abzugleichen. Da sowohl der
Sender als auch im allgemeinen der Resonator nicht an die Lei-
tung mit dem Wellenwiderstand SO n angepaßt sind, ist zur Ver-
meidung von Amplitudenmodulation auch die Leitungslänge t 1 mit
der Posaune 1 auf Resonanz abzugleichen.
An der Häufung der Bauelemente mit einer Bandbreite von etwa
100 kHz kann man bereits ablesen, daß die Durchtritts- oder
Schnittfrequenz (unity gain frequency) des offenen Regelkrei-
ses kleiner oder höchstens gleich 100 kHz sein wird. Durch dy-
namische Korrekturen kann die Stabilitätsgrenze in diesem Fall

!..' ..
.L
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nur geringfügig höher geschoben werden. Das dynamische Ver-
halten und insbesondere die Stabilität des Regelkreises wer-
den wesentlich nur von dem Verlauf von Amplitude und Phase
des offenen Kreises in der Nachbarschaft der Durchtrittsfre-
. 19) 44) 45)quenz 0D best~mmt ' , • Es genügt daher, das Obertra-
gungsverhalten der Bauelemente in der Nähe von 0D zu kennen,
um aus den Frequenzkennlinien die maximale Verstärkung für
stabiles Verhalten ablesen zu können.
Das Obertragungsverhalten des Resonators selbst konnte nicht
gemessen werden, da die externen Störungen so groß waren,
daß der Resonator ohne Phasenregelung nicht betreibbar war.
Wir können aber auf die im Abschnitt 5.1 berechnete Obertra-
gungsfunktion G~(s) zurückgreifen. Aus (5.1.3 - 5) sieht man,
daß für große ModulationsfrequenzenO»1/T die Phase das In-
tegrald~r Modulationsfrequenz ist (vgl.(5.1.7».
In Bild 6.10 sind die aus Messung und Rechnung kombinierten
Amplituden-Phasenkennlinien des offenen Kreises gezeichnet.
Die Verstarkung wurde dabei so gewählt, daß die Phasenreser-
ve Ygenügend groß ist, damit man einen hinr.eichend gedämpf-
ten Einschwingvorgang erhält. Für 0D/2~ = 50 kHz war y= 70°.
Wenn keine weiteren dyn~iaanen Korrekturen verwendet werden,
läßt sich aus der Bedingung:
K • VO
IFo~jOD)1 = IOn
die maximale statische Verstärkung (Gleichspannungsverstärkung)
VO berechnen. KI - die Zeitkonstante des I-Gliedes - ist gleich
dem Produkt der tmpfindlichkeitder Meß- und der Stellkennlinie
im Arbeitspunkt. Mit den vorherigen Angaben ist hier ,Kr = 77
kHz . 0 '
-V- -0,5 V= 38,5 kHz und dam~t V = 1,3.
Der zu diesem Vo= 1,3 gehörige Obergangsvorgang bei sprung-
artiger Frequenzstörung war auch tats::lchlich gut gedämpft.
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IFO<jl1
t
-40dB
20dB
Bild 6.10: Logarithmische Amplituden- und Phasen-
frequenzkennlinien der offenen Phasen-
regelschleife eines supraleitenden Re-
sonators
Bei dieser Messung wurde der supraleitende Resonator gar nicht
benötigt. In bezug auf das dynamische Verhalten der Regelung
kann der supraleitende Resonator nämlich durch einen zweiten
Oszillator ersetzt werden. Das kann man verstehen, wenn man
die Regelstrecke nach Bild 5.5 b) etwas umformt. Die elektro-
mechanische Rückwirkung brauchen wir nicht zu berücksichtigen,
da sie für nD»n~ in der Gegend der Durchtrittsfrequenz ver-
nachlässigbar klein ist.
In Bild 6.11 a) ist zum Vergleich zunächst noch einmal die
,
übliche Darstellung wiedergegeben. Mit F.<s) ! TFw(s) ergibt
sich die dem Signalfluß nach Bild 6.9 besser angepaßte Dar-
stellun~in Bild 6.11 b). Aus der Frequenzänderung wird über
eine Integration die absolute Phase erzeugt, die einmal direkt
über die Referenzleitung übertragen wird und zum anderen pa-
rallel über den Resonator zum Phasenvergleich führt.
a)
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b)
llwsTEUER
Gals)
Bild 6.11: Umformung des Blockschaltbildes für die
Phasenregelung
Die Signalverzögerung über den Resonator wird durch die über-
tragungsfqnktion Ga(s) dargestellt, die bereits für die über-
tragung von der Generatoramplitudenänderung auf die Resonator-
amplitudenänderungen verantwortlich war (vgl. (5.3.8». Daß
das kein Zufall ist, wird an den Ausführungen des Abschnittes
6.5 klar werden.
Hier interessiert uns zunächst nur der Grenzübergang: lim Ga(s)
1'+ClO
= o , Das bedeutet: ein Resonator mit einer Güte Q + co läßt -,.-:
sich vom GeneratoI' her nicht beeinflussen, wirkt daher wie ein
unabhängiger Oszillator. Der andere Extremfall lim Ga(s) = 1
1'+0
ist ebenso einleuchtend. Das Signal über den ~Resonator ist
gleich schnell und gleich stark wie das über die Referenzlei-
tung direkt übertragene. An der Vergleichsstelle heben sich
die beiden Wirkungen gerade auf; der Regelkreis ist offen. Ein
Resonator mit der Bandbreite co liefert eben keine Phaseninfor-
mation mehr. Der supraleitende Resonator liegt nahe am ersten
und der normalleitende nahe am zweiten Extremfall.
Die dynamische Struktur des Regelkreises im Bild 6.11 b) für
l' = ~ ist identisch mit der einer üblichen VCO-Schleife, bei
der ein frequenzsteuerbarer Generator an die Phase eines Re-
ferenzsignals angebunden wird. EineObersicht über die wich-
tigsten Erscheinungen bei dem Anbinden des VCO (phase lock in)
sowie zahlreiche Literaturangaben findet man bei Gardner 46)
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Das Einfangen der Phasenregelung ist aufgrund der Kennlinie
U«cos~ des Phasenmessers, ein wesentlich nichtlinearer Vor-
gang, auf den hier nicht näher eingegangen werden soll. Nur
so viel sei im Unterschied zur reinen VCO-Schleife erwähnt:
das Problem beim Einfangen mit einem supraleitenden Resona-
tor ist nicht so sehr die zu große Frequenzdifferenz zwischen
VCO-Frequenz und Referenzfrequenz, also der FangbeEeich 47),
sondern die Tatsache, daß die Amplitude des Resonators zum
Einschaltzeitpunkt normalerweise Null ist und keine über dem
Rauschpegel liegende Resonatorspannung entsteht, wenn der
Eigenfrequenzstörhub sehr groß gegen die Resonatorbandbreite
ist. Das Einfangen kann dadurch erleichtert werden, daß man
entweder für die Dauer des Einfangvorgangs die Generatorlei-
stung und durch überkritische Kopplung die Bandbreite erhöht
oder den Resonator durch selbsterregte Hochfrequenzrückkopp-
lung 48) anfährt und dann innerhalb der Abklingzeit auf Ge-
neratorbetrieb mit Phasenregelung umschaltet.
~~ngangs wurde bereits erwähnt, daß bei einem Phasenregelkreis
für einen supraleitendenResonator vor allem das Störverhal'ten
interessiert. Die Obertragungsgleichung von den externen Fre-
quenzstörungen auf die resultierende Phasenabweichung des Re-
sonators vom Sollwert ist nach Bild 6.11 bzw. Gleichung (5.1.10)
für y = 0:
(6.2.3)
Wenn man eine einfache proportionale Rückführung wählt und die
Verstärkung nach Bild 6.10 gerade so einstellt. daß der offene
Kreis eine Durchtrittsfrequenz On hat, ergibt sich im Bereich
n<n D die in Bild 6.12 als Kurve I gezeichnete logarithmische
Amplitudenknickkennlinie des offenen Regelkreises. Zur Inter-
pOlation des exakten Verlaufs im Bereich der Knickfrequenz l/T
sei auf Bild 5.1 a) hingewiesen. Für n<nDgilt damit Fw( j r2 ) =r2D.
Für eine sinusförmige Störung der Generator- bzw. Eigenfrequenz
- 1~5 -
ergibt sich damit eine Phasenmodulation:
dw
ex (6.2.5)
t
1 I.!..
"T, 14 t
Qllt > 1
Qo
--1
QII
Qo
------------ Q~2T2
Qi)
----- Q~
,-40dB/Dek
-20dB/Dek
Bild 6.12: Logarithmische Amplitudenknickkenn-
linien des offenen Phasenregelkrei-
ses für verschiedene Tiefenanhebun-
gen.
Für Fw(jQ) = Qn = 0 ist (6.2.5) der Phasenhub um ungeregelten
System. Um eine Vorstellung von den Größenordn~ngen zu bekom-
men,seien einige typische Werte für einen 100 MHz-Helixreso-
nator angegeben:
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Belastete Bandbreite bei Normalleitung: ;T = 100 kHz
Belastete Bandbreite bei Supraleitung: ;T = 20 Hz
Modulationsfrequenz: n 12w = 100 Hz
u
Modulationshub: 6w /2~ = 50 Hzex
Durchtritt$frequenz: nD/2~ = 50 kHz
Für den ungeregelten normalleitenden Resonator erhält man
mit diesen Zahlen nach (6.2.5) einen Phasenhub von 6/100°,
während sich bei Supraleitung ungeregelt 30° ergeben. Wird
dagegen im letzten Fall eine einfache proportionale Rück-
führung verwendet mit einer Durchtrittsfrequenz des offenen
Kreises von 50 kHz, so kommen wir auch hier auf 6/100°. Bei
kräftigen externen Störungen traten sogar Vibrationen der
Resonatorfrequenz mit einer Modulationsfrequenz von 25 Hz
und einem Hub bis zu 1 kHz auf. Der Phasenhub ist dann
selbst mit Regelung noch 5°. Aufgrund der Tatsache, daß die
Durchtrittsfrequenz groß gegen die typischen Störfrequenzen
ist, kann man in die Rückführung eine zusätzliche Tiefenan-
hebung einbauen. Hierbei muß nur beachtet werden, daß die
Anhebung auf -40dB/Dekade, wie sie in Kurve II im Bild 6.12
dargestellt ist, genügend weit unterhalb von nD beginnt, da-
mit die Stabilität des Systems nicht gefährdet wird. Als Richt-
wert kann gelten i: <i QD' Wenn man die Anhebung bei Q= i
abbricht, ergibt 2 sich für die Rückführfunktion F (s) 1
w
folgender Ausdruck:
...
1s T2F (s ) Qn Q<"Q (6.2.6)= 1 ;w + ~ Ds Ti
wobei die übertragungs funktion des offenen Kreises Fo(s) =
F (s)/(s+1) für y = 0 ist. Durch diese Maßnahme wird nicht
W T
nur der Störphasenhub weiter verkleinert, sondern auch eine
hohe statische Regelverstärkung erzielt. Für die' Verstärkung
bei Ql.l gewinnt man mit dieser Anhebung bei den gegebenen Pa-
rgmetern einen Faktor 100, so daß der Phasenfehler wieder
ioo beträgt. Die Regelverstärkung in der Gegend der Bandbrei-
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te l/T wird sogar um einen Faktor 10 3 vergrößert. Dadurch
ist die Phasenregelung in der Lage, genügend schnell eine
große "statische" Frequenzverschiebung auszuregeln, die
als Folge einer drastischen Resonatorfeldänderung durch die
elektromagnetischen Kräfte auftreten kann.
Der Regler nach (6.2.6) wurde passiv realisiert. Bild 6.la a)
zeigt die zugehörige Schaltung. Zum Vergleich ist in Bild 6.13 b)
die entsprechende aktive Realisierung dargestellt.
Tl = Rl C
Tz = (R1+R:z1 C
C
Tz = -1-1
R1+ Rz
Bild 6.13: Korrekturnetzwerke für die Phasen-
regelung
Wenn man den Widerstand R1 in Bild 6.13 b) wegläßt, erhält man
den üblichen PI-Regler, dessen Verstärkung bei kleinen Frequen-
zen 0+ 0 nur durch die endliche Verstärkung und die Eingangs-
beschaltung des Operationsverstärkers begrenzt ist.
Wie im Abschnitt 5.1 gezeigt wurde, hängt die elektrische Ent-
dämpfung der mechanischen Schwingungen entscheidend von der
Signalphasenverschiebung C1 :: arg Fw{j51lJ> (vgl , 5.1.16) ab. Es
zeigte sich, daß für C1~ -~/2, wie es .nach Kurve 11 im Bild
6.12 gilt, die obere Flanke des Resonators (y>o) stabil ist.
Wenn man auf der unteren Flanke arbeiten will, was ja bei genü-
~end ~roßer statischer Re~elverstärkun~ F (0) mö~lich ist. muß'0........... . . -- ,.. - f,.....;' - ----. - - - -- ... ~" .00 - .~.... .,
die Tiefenanhebung in einem genügend großen Bereich um QlJ her-
um unterbrochen werden, damit die Phase C1 bei 51 = 51lJ annähernd
auf Null zurückgeht. Kurve III in Bild 6.12 zeigt die nun ent-
stehende Amplitudenknickkennlinie des offenen Regelkreises. Die
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Zeitkonstanten T3 und Tl! sind dabei so zu wählen: T T ~1/0 2..,. 3 4 II
und T4/T 3>50.
6.3 Messung der effektiven mechanischen Abklingzeitkonstanten
In Abschnitt 3.6 wurde gezeigt, daß die oszillatorische Insta-
bilität durch eine anschauliche Kennzahl - die effektive mecha-
nische Abklingzeitkonstante Te f f - beschrieben werden konnte
(vgl. (3.6.12,13». Bei einem ungeregelten Resonator kann man
Te f f unter der Voraussetzung t/Te f f « 1 aus der An- bzw. Abkling-
zeit des Phasensignals ö+ messen. Der zugehörige Frequenzhub darf
hierbei den linearen Bereich nicht überschreiten, da sonst der
Anklingverlauf keine e-Funktion mehr ist. Was man in diesem Sinne
als linearen Bereich betrachten kann, geht aus den nichtlinearen
Untersuchungen des Kapitels 4 klar hervor. Der Frequenzhub muß
z.B. nach Bild 4.1 klein sein gegen den zu dem nichtlinearen
Grenzzyklus (Punkt A) gehörigen Hub; oder anders gesagt, die
Schwingkennlinie muß noch annähernd linear verlaufen.
Dabei ist natürlich vorausgesetzt, daß die durch externe Stör-
quellen verursachten Frequenzhübe klein gegen die Bandbreiten
sein müssen. Da diese Voraussetzung gerade bei der supraleiten-
den Helix normalerweise nicht erfüllt ist, mußte für diese Mes-
sung von vornherein der im vorhergehenden Abschnitt beschriebe-
ne phasengeregelte Meßaufbau verwendet werden. Nun wird es
einerseits möglich, das Frequenzsteuersignal ~Wsteuer' das nach
(5.1.8, 9) bei großer Regelverstärkung pr,aktisch gleich r~w
II II
ist, als direktes Maß für die mechanische .Auslenkung zu verwen-
den. Andererseits spielt im Gegensatz zu dem ungeregelten Fall
zusätzlich zu den Resonatorparametern noch die Regelverstärkung
v und die Phasenverschiebung a eine Rolle.
1
= Tll
Für v»l erhält man aus (5.1.14 ) entsprechend
I~wll~ane Oll r s Lnc« (OlJ '1')2cos a
+ ( )
v 1+(0 '1')2
II
(3.6.12) :
(6.3.1)
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Die beiden rein mechanischen Parameter: Eigenfrequenz Qv
und natürliche Abklingzeitkonstante t v sind praktisch
nicht variabel. Die belastete elektrische Abklingzeit T
kann durch Veränderung der Ankopplung variiert werden;
wegen de~ geringen Generatorleistungsreserve von 5 Wwar
der Variationsbereich stark begrenzt. Die statische Fre-
quenzverschiebung IAOOvl des mechanischen Modes V, die pro-
portional der Blindleistung des Resonators ist (vgl. (2.1.23»,
. . 37) •ist wegen feldbegrenzenden Phänomenen ebenfalls n~cht
ohne weiteres variabel. Die Regelverstärkung v ist nach oben
durch die Stabilitätsgrenze des Phasenregelkreises und nach
unten durch die Mindestverstärkung zur·Ausregelung der exter-
nen Störungen begrenzt. Die heiden einzigen freien farameter,
die gleichzeitig einen signifikanten Einfluß auf die Stabili-
tät haben, sind die statische Hochfrequenzphasenverschiebung
e und die Signalphasenverschiebung (J.
Die Hf-Phase 0 wurde nach Bild 6.8 durch Ändern der Leitungs-
länge 1..- 2 mittels Posaune 2 eingestellt. In einer f'r-üher-en Ar-
beit 8) wurde bereits für eine :\/2-Helix mit den im Abschnitt
6.1 angegebenen Parametern über die Messung von Te f f in Abhän-
gigkeit von e für 0= .. 900 berichtet ..
Die Meßprozedur ging dabei in folgenden Schritten vor sich:
I. Hf-Phase e mittels 1.. 2 bei kleiner Leistung auf der in=
stabilen Flanke eins~ellen.
II. Leistung auf den Sollwert hochfahren und die Ankling-
zeit messen.
III. Leistung wieder verringern bis unter die Stabilitäts-
grenze; die mechanische Schwingung klingt langsam mit
der natürlichen Zeitkonstanten ab.
IV. Neue Phasenlage e auf der stabilen Flanke einstellen.
V. Leistung auf den arten Sollwert erhöhen und Abkling-
zeit der mechanischen Schwingung messen.
VI. Leistung wieder verringern und neue Phase auf der in-
stabilen Flanke einstellen -I> I.
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Bei den verschiedenen Phasenlagen e wurde die Generatorlei-
stung jeweils so eingestellt, daß sich die gleiche statische
Frequenzverschiebung ßWo einstellte. Wegen ßWo = v~ Lk~
ist das gleichbedeutend mit einem konstantgehaltenen Resona-
...
torspannungspegel V
o'
Um einen genügend großen Abstand von dem
durch externe Störungen verursachten Frequenzhub zu bekommen,
wurde die An- bzw. Abklingzeit aus der Zeitdifferenz zwischen
einem Frequenzhub von 30 kHz und 90 kHz bestimmt.
Die durch Erschütterung der AUfhängung des Resonators verur~
sachten Frequenzstörungen hatten einen Hub bis zu 1 kHz mit
typischen Modulationsfrequenzen von 23 Hz (+ Grundwelle) und
46 Hz (+ 1. Harmonische). Durch die elektromagnetischen Kräfte
konnten in verschiedenen Versuchsreihen nur die 1. Harmonische
von 46 Hz und die 3. Harmonische von 89 Hz angeregt werden.
Das entspricht genau den im Abschnitt 6.1 diskutierten theore-
tischen Vorstellungen. Im Bild 6.14 sind die gemessenen effek-
tiven mechan~hen Abklingzeiten als Funktion der Hochfrequenz-
phase 0 für zwei typische Signalphasenverschiebungen cr aufge-
tragen.
10' r
1: : 9msec
1:1' : 8Ssee
QI1/2ft : 89 Hz
fr AWI1/ 2ft = 30 kHz
~o ~~ ~~ .e
-----~----------QI' : 2.4·10'------
o =-900
DÄMPFUNG
1.7
1.4
10°+----'i1r......--O:::::...--+-.....- .....--.---.---t--...--.---..,.---,---;
t
102 .--_ ---.,--l_ ---..I_ ---L_ ---L_ --+_ -..L_ --J.._ .....J- _ .....J... -;-_---,
"tef f [sec]
70 UNTERE FLANKE - 110 -- OBERE FLANKE 150 - Alz [em]
Bild 6.14: Effektive mechanische Abklingzeit als Funktion
der Hf-Phase 0 und der Signalphase 0
- 151 -
Als Vergleichskurven wurden zwei theoretische Kurven elnge-
zeichnet, die den Meßwerten am besten angepaßt sind. Für diese
Kurven gilt nach (6.3.1) für vernachlässigbares 1/T~:
T a:~1_=
eff tan0 ( 6 . 3 • 2 )
wobei At _ die Leitungswellenl&nge bei der Betriebsfrequenz
w
o
l 2rr ::: 89,85 MHz ist. Bei der Messung der abgebildeten Kurve
mit den Meßwerten V ("Dämpfung) und 6(+ Anregung) wurde ein
Phasenregler mit einer Amplitudenfrequenzkennlinie entsprechend
Kurve II in Bild 6.12 verwendet. Es zeigt sich tatsächlich, wie
nach der Theorie zu erwarten, daß bei a :: - 900 im Gegensatz
zum ungeregelten Fall bzw. a ~Oo die untere Flanke oszillato-
riech instabil war, wahrend man auf der oberen Flanke zusätz-
liche Dämpfung erhielt. Bei e :: - 45 0 ist das gemessene Teff~
1.4 sec. Der theoretische Wert nach (6.3.1) ist für:
n :: 2rr oS9 Hz T :: 89 sec~ u
...
lAU) 1.l1 :: 2rr·30 kHz (+V :: 0,25 MV/m)0
T :: 9 sec 01.l'[' :: 5
On :: 2'jj'@70 kHz Tl :: 0,22 sec T :: 10 1.lsec2
+v :: 7010 5 o l: - 900
bei 0 :: - 45° T
e f f:: 17 sec und damit etwa eine Größenordnung
höher als der Meßwert. Für T~OO ergibt eine entsprechende Mes-
sung bei 0 :: + 45°, die im Bild 6.14 links wiedergegeben ist
mit den Reglel"parametern nach Kurve III in Bild 6.12:
On :: 2'lT'° 34 kHz Tl :: 50 Sec T2 :: 4,7~sec
T3 :: 0,47 msec T4 :: 0,11 sec
+v :: 1,9.105
eine Abklingzeit von Teff ::: 1 sec, die relativ gut mit dem Meß-
wert 1,7 sec übereinstimmt.
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Die Versetzung der beiden Kurven in Bild 6.14 ist auf eine
unterschiedliche Einstellung der Gleichspannungsunterdrückung
<dc-offset) zurückzuführen. Zu dem bei a~-90o erheblichen Un-
terschied zwischen Theorie und Messung sollte man bedenken,
daß sehr viele Parameter nicht mehr als auf 100 % genau sind
und zudem die Schwingamplituden recht groß waren, so daß
eine nichtlineare Meßverfälschung in Betracht kommen könnte.
Die Messungen zeigen jedenfalls den in (6.3.1) vorhergesagten
Flankenwechsel der Instabilität beim Übergang von a= 00 zu
0= -90° und eine "recht gute Übereinstimmung mit der Theorie
bezüglich der 0-Abhängigkeit.
Die der natürlichen Abklingzeit Tll :: 85 sec zugeordnete Güte
Qll = 2,4-104 der Niobhelix bei T < 4,20 ist um etwa einen
Faktor 25 höher als bei Zimmertemperatur, wie durch Vergleich-
messungen durch Anregung einer normalleitenden Helix mit einem
modulierten Gleichstrom ermittelt wurde. Dieser starke Anstieg
ist auf einen Festkörpertieftemperatureffekt zurücKzuführen.
In Nb-Einkristallen wurden sogar mechanische Güten bis zu eini-
gen 10 6 beobachtet 24). Eine supraleitende bleibeschichtete
Kupferhelix mit den gleichen Abmessungen zeigte keine Verbes-
serung der mechanischen GUte bei tiefen Temperaturen.
In bezug auf die im Abschnitt 5.2 ausführlich diskutierte
Schwingungsdämpfung ist in diesem Zusammenhang folgende Beob-
achtung wichtig: der typische Störmodulationshub öWex~27f.1 kHz
stieg weder bei tiefen Temperaturen an, wie es bei resonanter
Anregung ..wegen des Anwachsens der mechanischen Güte hätte sein
müssen, noch verkleinerte sich der Hub beim Betrieb des Resona-
tors auf der Flanke bei etwa lel= 450 , wie es wegen Tll/Teff~ 50
nach Bild 6.14 ebenfalls hätte sein müssen.
Eine mögliche Interpretation dieses Ergebnisses ist, daß die
Störanregung im wesentlichen statistisch und nicht resonant
ist, woraus aber folgen würde, daß der Störfrequenzhub durch
Bedämpfung, welcher Art auch immer, nicht wesentlich beeinflußt
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werden kann, wenn die spektrale Leistungsdichte der Störung
konstant in einem Bereich größer als die jeweilige mechani-
sche Bandbreite ist.
6.4 Amplituden-frequenz-Kopplung durch schmalbandige Hf-Bauteile
Aus der Fülle an Kopplungen, die bei jeder realen Hochfrequenz-
schaltung eine Rolle spielen, soll in diesem Abschnitt eine
Kopplung diskutiert werden, der bei der in Bild 6.8 dargestell-
ten Phasenregelung in bezug auf die elektromechanische Kopplung
eine große praktische Bedeutung zukommt.
Wenn der Leistungsverstärker bzw. der mit der Posaune 1 abstimm-
bare Leitungsresonator zwischen Verstärkerausgang und Resonator-
ankopplung nicht auf Resonanz abgestimmt sind, bekommt man eine
'"frequenzabhängige Modulation der Generatoramplitude Vg • Diese
Kopplung wurde in Bild 5.9 a) mit der Obertragungsfunktion K12 ( s )
bezeichnet.
Wenn das betrachtete Hf-Bauteil durch einen einfachen Schwing-
kreis mit der Resonanzfrequenz Ws und der Abklingzeit Ta ange-
nähert werden kann, erhält man für K12(s) ganz entsprechend den
Ausführungen in Abschnitt 3.1 näherungsweise:
2 2(1+'! ·s) +y
s" s
wobei y die normierte Verstimmung ist:
. s
Y :l: 't' (w-w ) = .... tane
s s s s
w - Generatorfrequenz
e - Hf-Phasenverschiebung des Schwingkreisess
C6.4.2)
Die übertragungs funktion des bei GmCs) aufgeschnittenen Krei-
ses ist direkt aus der charakteristischen Gleichung (5.4.20)
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für Fa - ° und K21 =° bestimmbar:
= Gm(s)(Y-K12(s)F~(s»
(1+TS)2+y2+F~(S)(1+TS+YTSK12(S» (6.4.3)
Eine ähnliche Gleichung ergab sich mit (5.3.15) bei der Betrach-
tung der direkt phasengesteuerten Amplitude.
Die übertragungs funktion
für einen supraleitenden
näherungsweise:
(6.4.3) für s = J'O ist wegen T IT«l
~ - s
Resonator bei großer Regelverstärkung
IlJ.w tr 0 TJlI"lJ Jl
l+jOlJT
(~ e-jo_.. ('n »v K12 J~'lJ (6.4.4)
Weil die Modulationsfrequenz 0 sehr klein gegen die Bandbreite
u
des betrachteten normalleitenden Hf-Schwingkreises ist (Q T «1),U s
,
! X (6.4.5)
Die effektive mechanische Abklingzeit ist nun im Vergleich zu
(6.3.1):
(6.4.6)
Für x>O, dih. Y1<O, also auf der unteren Flanke des Schwingk~ei­
ses wirkt 1iese zusätzliche Kopplung bedämpfend auf die mechani-
sche Vibration, und zwar unabhängig davon, auf welcher Flanke
der Resonator betrieben wird und wie groß die Signalphasenver-
schiebung a im Rückkoppelzweig ist. Im Vergleich zu der Dämpfung
durch die Resonatorflanke wird die Wirksamkeit dieser Kopplung
vergleichbar stark, wenn die Regelverstärkung v in die gleiche
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Größenordnung kommt wie das Verhaltnis von Schwingkreisband-
breite zu Resonatorbandbreite, d.h. v = ~/T •
S
Mit den Zahlen für das Beispiel aus· dem vorhergehenden Abschnitt
war die Verstarkung v :: 7 • 10 5 für den Fall CJ =_90°. Die Band-
breite des schmalbandigen Leistungsverstarkers in Bild 6.8 be-
trug 'Tl'~ . =1 MHz; für Ys :: 1 ergibt sich x :: 1,8· 10- 5 und damit
x·v :: 1~,5. Das bedeutet in diesem speziellen Fall,eine Verstim-
mung des Schmalbandverstärkerswirkt starker auf Dampfung bzw.
Entdämpfung·dermechanischen Vibration als eine Verstimmung des
Resonators. Genau dieses Yerhc!lten wurde bei den Messungen im
letzten Abschnitt beobachtet. Der Schmalbandverstarker als auch
die Leitung 1 1 mußten sehr genau auf Resonanz abgestimmt werden,
damit die e-Abhangigkeitder Abklingzeiten ~ ff sichtbar wurde ..
Karliner 49) berichtet über ahnliche Erschei~ungen beim Betrieb
der normal leitenden Einzelresönatoren am Nowosibirsker Speicher-
"ving VEPP... 2.
6.5 Phasenregelung mit Eigenfrequenz- und Generator-
phasenS:teuerung .
In diesem letzten Abschnitt soll der Stellenwert der bisherigen
Betrachtungen für das KarlsruherProjekt eines supraleitenden
Protonenbeschleunigers 6) diskutiert werden ., Die speziellen
Eigenschaften der Anfangsstufe dieses Beschleunigers von 0,8 -
20 MeV, die aUS Helixresonato~en aufgebaut werden soll-:;' er..;
fordern eine weitere Verallgemeinerung der Ausführungen des
Abschnitts 5.4.
Eine ganze Reihe von Gründen spricht dafür, einen Linearbeschleu-
niger aus einzelnen hochfrequenzmäßig unabhängigen Sektionen auf-
zubauen. Vor allem auch Strahl-Feld-Stabilitatsgründe 22) spre-
chen dafür, die Sektionen eines supraleitenden Protonenbeschleu-
nigers bei niedrigen Energien '''\I 1 MeV) und hohen Strömen ("\I lmA)
nicht sehr lang werden zu lassen '''\I 1 m).
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Die im Abschnitt 6.2 beschriebene Phasenregelung mit Genera-
torfrequenzsteuerung kann dann insofern nicht Prototyp einer
Regelung für eine solche Hf-Sektion sein, als es hier gilt,
die Absolutphase ~r des Resonators und nicht die Relativpha-
se ~= ~r-~g zwischen Resonator- und Generatorphase ~g konstant
zu halten. Das bedeutet aber: alle Sektionen erhalten ihre ab-
solute Sollphase ~ 11 von einem gemeinsamen Oszillator
r so
(master oscillator). Bei allen konventionellen Linearbeschleu-
nigern, zu denen in diesem Zusammenhang auch supraleitende
Elektronen- oder Protonenbeschleunigercmit Topf- oder Koaxial-
resonatoren gezählt werden, ist der Störfrequenzhub öw klei-
ex
ner al$ die Bandbreite (<5w
e x
T« 1 ) . Daher genügt es hier, die
Absolutphase mit einem konventionellen elektronischen Phasen-
schieber und die aus der Fehlanpassung resultierende Amplitu-
denänderung durch eine entsprechende Generatorleistungssteue-
rung konstant zu halten. Für Frequenzstörungen, die groß gegen
die Resonatorbandbreite sind, das, ist gerade der typische Fall
für eine supraleitende Helix, wäre der oben genannte Betriebs-
zustand ökonomisch nicht vertretbar, da eine Generatorleistungs-
reserve von 1+(<500 eT)2 zur Verfügung stehen müßte. Zunächstex .
würde man durch überkritische Ankopplung des Generators dafür
sorgen, daß die Störungen wieder innerhalb der neuen belasteten
Bandbreite __1_ liegen, d.h. ow Tü = 1 wählen. Auch hier braucht~Tü ex
man immer noch eine um einen Faktor T/Tü, größere Generatorlei-
stung als zur Deckung von Hochfrequenzverlusten und zur Strahl-
beschleunigung nötig wäre. ~. '.-
Unnötiger Aufwand an Generatorleistung kann nur vermieden wer-
den, wenn es gelingt, eine genügend stark an den Resonator an-
koppelnde schnell steuerbare Reaktanz zu finden. Auf die sehr
vielschichtige Problematik kann in diesem Rahmen nicht eingegan-
gen werden. Unter "schnell steuerbar" ist zu verstehen, daß die
zugehörige Regelschleife wenigstens eine so große Durchtritts-
frequenz und damit Regelverstärkung bei Q~ besitzt, daß die ver-
bleibenden Frequenzstörungen innerhalb der belasteten Band-
breite des Resonators liegen. Die verbleibenden Phasenstörungen
können dann durch die Absolutphasenregelschleife auf die ge-
wünschte Phasenabweichung aus geregelt werden.
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Bei der Relativphasenregelung, die in der einschlägigen Lite-
ratur auch als Frequenzregelung bezeichnet wird, ist ~ die
Regelgröße und Wo die Stellgröße, während bei der Absolut-
phasenregelung ~r die Regelgröße und $gdie Stellgröße ist.
Das Strukturbild, aus dem das Zusammenwirken dieser heiden
Regelkreise klar wird, läßt sich aus der im obigen Sinne er-
weiterten linearisierten komplexen Näherungsdifferential-
gleichung im Bildbereich entsprechend (5.3.4) gewinnen:
(1+Ts+iy)(öv+i5<fi )=(1+iy)(8v +i5~ )+iT&w
r g g
und
öq,= 5<fir -5<fig (6.5.1)
Wenn man zunächst einmal den Amplitudenkreis wegläßt, kann
man die Regelstrecke mit dem in Bild 6.15 a) dargestellten
Signalflußgraphen beschreiben, der für den Sonderfall 5~g=O
gerade mit der in Bild 6.11 b) gezeichneten StreckendarsteI-
lung identisch ist. Der Summierpunkt A in Bild 6.15 a) ist
die absolute Eingangsphase ö<fi
e i n des Resonators. Sie setzt
a) b) c)
6lpg
@ Ga
6lpr
Ga
Slpg 6lpr 6lpg öl/lr
cl
Sw ö\p 6w 61/l 6w 61p
1- tGIp tGIp t(l+ts)
s -=--
Ga 1+ts+y2
1-Ga " tsGIp
tsl1+tsl
= 11 +ts1 2 +y2
Bild 6.15: Signalflußgraphen für die Strecke der
Absolut- und Relativphasenregelung
(Phasen- u . Fre-quenzregelung).
sich zusammen aus dem Integral über die Eigenfrequenzänderung
&w und der Generatorphasenänderung 5.g:
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o~. = _Jr öwdt + o~
eln g (6.5.2)
Die übertragungs funktion Ga(s) beschreibt das übertragungs-
verhalten sowohl von der Generatoramplitude OV auf die Re-g
sonatoramplitude öv als auch von der absoluten Eingangspha-
se ö<p. auf die absolute Resonatorphase ö<P .
eln ...
In den Bildern 6.15 b) und c) sind die entsprechenden P- und
V-kanonischen Darstellungen gegenübergestellt. Man sieht auch
hier wieder, daß diese gekoppelte Strecke in der V-kanonischen
Darstellung wesentlich übersichtlicher wird.
Wenn man nun als dritte Regelschleife wieder die Amplitudenre-
gelung hinzunimmt, erhält man schließlich die in Bild 6.16 dar-
gestellte Beschreibung der vollständigen Dreifachregelung mit
Arnplituden-, Phasen- und Frequenzregelung, bei der neben den
gegebenen Kopplungen nur die drei Hauptregler Fa.' F~ und Fw
eingezeichnet wurden.
-1
.....---...---4k---....--~ 6v Bild 6.16:
Linearisiertes Dreifach-
regelsystem für Amplitu-
de, Phase und Frequenz
in P-kanonischer Darstel-
lung.
I9soLL =0
-1
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Eine Blockschaltung des realen Dreifachregelsystems, das
Prototyp für die Regelung einer unabhängigen Hochfrequenz-
sektion ist, wurde zum Vergleich noch einmal in Bild 6.17
dargestellt.
MASTER
OSCILLATOR
M
AMPLITUDEN-
PHASEN-
MODULATOR
~-EJi+~-..,...-...,...-.------
Bild 6.17: Blockschaltbild des Regelungssystems
einer unabhängigen Hf-Sektiqn
Das Verhalten des Gesamtsystems nach Bild 6.16 hängt neben der
elektromechanischen Kopplung über G wesentlich ab von dem
, " " m
Übertragungsverhaltendes Eigenfrequenzsteuergliedes, das man
sich zu Fw hinzugerechnet denken kann. Erst wenn dess-en Eigen-
schaften bekannt sind, kann darüber entschieden werden, welche
Entkopplungsmaßnahmen gewählt werden, um das Dreifachregelungs-
system auch ponderomotorisch stabil zu bekommen. Diese Maßnahmen
werden sich nicht prinzipiell von denen unterscheiden, die im
Kapitel 5 ausführlich diskutiert wurden.
- 160 -
Liste der wichtigsten Bezeichnungen
A. Allgemeine Konventionen
1. Komplexe Zahlen und Operationen:
A = Aei cf>; A = lA!; <t> = arg A, AN. = IA! 2
A = Re A + i Im A.
2. übertragungsfunktion und komplexe Verstärkungsfaktoren:
D ' "b f' A() 51) , Q'~e U ertragungs unkt~on s ~st der uot~ent der
Laplacetransformierten von Ausgangs- und Eingangssignal
des linearen übertragungsgliedes. Der Randwert fUr s =
iw soll als komplexer Verstärkungsfaktor A(iw) bezeich-
net werden.
Amplitudenfrequenzgang:
Phasenfrequenzgang:
!A(iw) I
arg A(iw)
3. Doppelt komplexe Operationen:
FUr einen komplexen Verstärkungs faktor A(iw,jS'2), der von
zwei komplexen Symbolen i und j abhängt, werden die Ope-
rationen Re, Im, arg mit dem komplexen Symbol gekennzeich-
net, auf das sich die Operation bezieht:
*Re A, Im A, arg A, A bzw.
i i i
Re A, Im A, arg A, A@
j j j
Dabei wird j bei Operationen, die sich auf i beziehen, als
reelle Zahl behandelt und umgekehrt. Beide Operationen sind
vertauschbar.
4. Zeitliche Mittelwertbildung:
2rr/w
<A(t» = w f A(t) dtw 2rr
o
5. Matrizen ~ werden durch Unterstreichung gekennzeichnet, die
Determinante durch det A.
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6. FUr kleine Auslenkungen um eine Ruhelage A wird das Symbol
5A verwendet; die Ruhelage wird dabei oft mit dem Index 0
gekennzeichnet dA = A - A
o•
7. Ä - rlumlicher Vektor, X(~) - vektorielles Vektorfeld
B. Spezielle Symbole
Die Zahlen in der rechten Spalte verweisen auf die Definitions-
gleichung oder die Seite, auf der die Abkürzung eingeführt wird.
a(t)
b
c
clJ CCv )
c'
D
D
n
D
d
E
B(;)
Arbeit der ponderomotorischen Kräfte
komplexer Entwicklungskoeffizient
Helixradius
Koeffizienten des charakteristischen
Polynoms der offenen Schleife
komplexe Dlmpfungsgröße
Lichtgeschwindigkeit
Federkonstante des mechanischen Modes 1J(v)
Federkonstantenbelag der Helix
Federkonstante des Helixbeins
äquivalenter Federkonstantenbelag des
Helixbeins
Dlmpfungsfunktion
Heliidrahtaußendurchmesser
komplexer Differentialoperator
Hurwitzdeterminante n·ter Ordnung
Diagonalmatrix
Helixdrahtinnendurchmesser
Elastizitltsmodul
elektrische Feldstlrke)
elektrische Achsenfeldst~rke der Helix
(laufende Welle)
ponderomotorische Kraft
Projektion deI",'ponde'romotorischen Kraft in
Bewegungsrichtungder Wand
(2.1.6)
(4.2.12)
122'
(3.5.2)
(4.2.4)
124
(2.1.16)
(6.1.11)
(6.1.20)
(6.1.26)
(5.1.18)
126
(4.3.1)
(3.5.4.a)
(5.4.15)
126
133
5
124
(2.1.5)
(2.1.10)
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F I (z )
FllF I
u
F (s )
o
F (s )
a
Fq,(s)
F I (s )q,
Fw(s) =
TFq,(s)
F (s )
oa
FOq,(S)
Fe(jQ)
f 1l
G
G (s,iw)
o
G (s)
u
G (s)
m
G (s)
e
Ho
ii<it)
He(jQ,n)
h ll
ponderomotorischer Kraftgradient der Helix
in z-Richtung
generalisierte ponderomotorische Kraft
generalisierter ponderomotorischer Kraft-
gradient der Helix
übertragungs funktion (Q) der offenen Schlei-
fe der ponderomotorischen Rückwirkung
ü. des Amplitudenreglers
ü. des Relativphasenreglers
ü. des Absolutphasenreglers
ü. des renormierten Relativphasenreglers
(Frequenzreglers)
ü. der offenen Amplitudenregelschleife
ü. der offenen Relativphasenregelschleife
exakte Beschreibungsfunktion (äquivalen-
ter komplexer Verstärkungs faktor)
normierte ponderomotorische Kraft
Schubmodul der Helix
Ü. für die komplexe Amplitude
ü. für den mechanischen Mode 1l
mechanische Q -
ü. von einer Frequenzänderung auf eine
Resonatoramplitudenänderung
\
ü. von einer Frequenzänderung auf eine
Relativphasenänderung
ü. von einer Generatoramplitudenänderung
auf eine Resonatoramplitudenänderung
ü. von einer Generatoramplitudenänderung
auf eine Relativphasenänderung
Streckenmatrix des Amplituden-Phasenregel-
kreises (Zweifachregelkreis)
Fourierentwicklungskoeffizienten der Steuer-
kräfte
Diagonalmatrix der V-kanonischen Regelstrek-
ke
magnetische Achsenfeldstärke der Helix
(laufende Welle)
magnetische Feldstärke
genäherte Beschreibungsfunktion
Fourierentwicklungskoeffizienten der ex-
ternen Störkräfte
(6.1.3)
(2.1.12)
(6.1.8)
(3.1.9)
(5.3.11)
( 5 • 1. 8 )
158
142
(5.4.10)
(5.4.11)
(4.1.14)
(2.1.22)
126
(3.1.3)
(3.1.5)
(5.3.12)
(3.1.10)
(5.1.3)
(5.3.9)
(5.3.10)
(5.4.2)
( 5 • 2 .4)
(5'.4.24 )
(6.1.1)
5
(4.2.15)
( 5 • 2 • 1 )
-..... _....._.~-~_._.-.-~.~.•._--- --
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I
I
o
i , j
KCs)
K12(s),
K21( S )
k
ll
t
m'
N (n)
m
+r
s
Flächenträgheitsmoment
mittlere Teilchenstromstärke
imaginäre Einheiten
ü. einer Kopplung von der Relativphasen-
änderung auf Generatoramplitudenänderung
Elemente des Serienkopplers
elektromechanischer Kopplungsfaktor des
mechanischen Modes U
Helixlänge
Massebelegung der Helix
Massebelegung des Helixbeins
Charakteristische Hennerfunktion der
Zweifachre~elstrecke
Entwicklungskoeffizient rn-ter Ordnung der
genäherten Besehreibungsfunktion He
Resonatorverlustleistung
angebotene Generatorleistung
Entwicklungspolynom derSchwingkennlinie
für 0 t« 1
v
Kreisgüte des unbelasteten Resonators
Kreisgüte des belasteten Resonators
KreisgUte des mechanischen Modes u(v)
effektive mechanische KreisgUte
Entwicklungspolynom der mittleren Resona-
torspannung für 0vt'«1
normierte mechanische Auslenkung
generalisierte mechanische Koordinate
(Aus lenkung des Modes u)
Radiusvektor
Laplacevariable
Helixsteigung
Reglerzeitkonstanten
elastisches Potential
gestörtes elastisches Potential
komplexe Resonatoramplitude
normierte komplexe Generator- bzw. Reso-
nanzamplitude
über eine Modulationsperiode gemittelte
Resonatoramplitude
(6.1.21)
48
12
106
(5.4.14)
(2.3.1)
122
(6.1.12)
(6.1.25)
(5.3.16)
(4.2.16)
(2.2.3)
12
(4.3.17)
(2.2.5)
48
8, 28
53
(4.3.19)
(2.4.4)
(2.1.11)
5
24
122
145
(2.1.16)
(2.4.8)
(2.2.12)
(2.2.10,11)
(4.1.16)
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vg
vgo
v
v(v</»
v
a
W
w
X
n
Yh
Yb
Y
Ys
z
Z/Q
Z
n
z
n
o
s
Generatoramplitude für die oszillatorische
Stabilitätsschwelle
Generatoramplitude für die monotone Stabi-
litätsschweile
Resonatorspannung
Schallwellengeschwindigkeit längs der Helix-
achse
transversale Schallgeschwindigkeit
äquivalente Schallgeschwindigkeit im Helix-
bein
Phasenreglerverstärkung bei Q:Qv
Arnplitudenreglerverstärkung bei Q:Qv
gespeicherte elektromagnetische Energie
Anzahl der Helixwindungen
normierte Impedanz n-ter Ordnung
mechanischer Leitwert der Helix
mechanischer Leitwert der Helixbeine
normierte Verstimmung des Resonators
normierte Veretimmung des Hf-Verstärkers
Shuntimpedanz des Resonators
normierte Shunt impedanz
doppelt komplexe Impedanz des n-ten
Seitenbandes
Impedanz des n-ten Seitenbandes
Signalphasenwinkel der Eigenfrequenzmodula-
tion
Wirkleistungskoppelfaktor = Q/QL - 1
radiale Wellenzahl des elektromagnetischen
Helixmodes v
normierte mechanische Schwingweite
komplexe Amplitude der Eigenfrequenzmodula-
tion
( 3 • 6 • 1 )
SO
12/13
(6.1.10)
(6.1.27)
136
(5.1.16)113
113
(2.1.7)
126
(4.2.10)
(6.1.23)
(6.1.22,24)
(2.3.6)
(6.4.2)
(2.2.4)
(2.2.6)
(4.1.9)
(3.3.7)
(4.2.7)
12
123
73
(3.3.1)
(4.1.11)
(4.2.4)
Eigenfrequenzverschiebung durch die pondero-
motorischen Kräfte für den Pegel V
o
(2.1.20)
(2.2.8)
Beitra~ des mechanischen Hodes u zur Eigen-
freque~zver~chiebung6w
o
.
relative Resonatoramplitudenänderung
relative Generatoramplitudenänderung
Amplitudenstörung
(2.1.20,23)
(5.3.3)
(5.3.4)
158
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86,102,157
(4.3.4)
93
(5.1.8)
(4.2.7)
74
(2.3.11)
(6.4.2)
113
86
(6.1.7)
(5.1.16)113
(3.6.12)
(6.1.6)
(2.4.5)
122
140a
(2.1.9)
(6.1.12)
126
( 2 • 2 .9)
8
Genera-
(5.1.1)
(5.3.3)
86
(6.5.1)
(6.5.1)
158
Resonatorphasenänderung gegenüber der
torphase
Geregelte Resonatorrelativphasenänderung
Resonatorabsolutphasenänderung
Generatorabsolutphasenänderung
Absolutphasenstörung
Eigenfrequenzänderung
Am",,' ; +"rt",,..,m,,,.:l .. 1 JOl+~ ",.."" ~ .... rt .., ~"".,.., ... _+- ......
............t'"__ ""' ........ '-'.&.A.• .l~""'Wfow .... ~'-~"".l4!W'_.i,.\wI ".. \,.&w.- "1 -: ... 1;.,\1
Oberwelle
Wellenzahl der Helix für den mechanischen
Mode II
axiale Wellenzahl der Helix für den elek-
trischen Mode v
normierte Generatorfrequenz
Helixwellenlänge
Leitungswellenlänge
mechanische Auslenkung der Resonatorwände
mechanische Auslenkung der Helixwindungen
in z-Richtung
Massendichte des Helixmaterials
Phasenverschiebung des Phasenreglers bei
Q=Q
v
Phasenverschiebung des Amplitudenreglers
bei 1'2=ov
Abklingzeit des elektrischen Feldes beim be-
lasteten Resonator
Abklinzeit des mechanischen Modes ll(V)
effektive mechanische Abklinzeit bei elek-
trischer Be- oder Entd!mpfung
Eigenfrequenzänderungsbeitrag des mechani-
schen Modes II
Eigenfrequenzstörung durch externe Kraft-
quellen
geregelte Frequenzabweichung
Phasenmodulationsindex
normierte Schwingamplitudeeines nicht-
linearen Grenzzyklus
Trägerphasenverschiebung des Resonators
Trägerphasenverschiebung des Hf-Verstärkers
öep =
öep -öep
r g
öw
ex
öep'
o</>
r-
öepg
ö<Pe x
öw=Iow
II II
ow II
w Cw )
c co
wv
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Meßverzögerungszeit
Abklingzeit (Verzögerungszeit) des Hf-
Verstärkers
mechanische Eigenfunktion (Mode)
mechanische Helixeigenfunktionen
Teilchensollphase (Synchronphase)
Signalphasenverschiebung der Amplituden-
modulation für ein Frequenzmodulations-
signal mit der Modulationsfrequenz Q(:Qv)
Signalphasenverschiebung der Phasenmodula-
tion für ein Frequenzmodulationssignal mit
der Frequenz Q
Signalfrequenz, Modulationsfrequenz
mechanische Eigenfrequenz des Modes ~{v)
Durchtrittsfrequenz
kritische Frequenz
Generatorfrequenz, Trägerfrequenz
Resonatoreigenfrequenz bei Feldstärke 0
(" natür'liche Eigenfrequenz")
Resonatoreigenrrequenz bei der Resonator-
amplitude V
o
Helixeigenfrequenz für den Mode v nach
dem Schichtmodell
Resonanzfrequenz des Hf-Schmalbandverstär-
kers
84/85
153
6
(6.1.7)138
48
(3.2.2)
(3.6.3)
(5.1.5)
27, (3.3.1)
7, 135
141
( 3 • 5 • 7 )
(2.2.10)
12
(2.2.8)
(6.1.2)
153
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